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Resumen

En este trabajo interpretamos a los espectros de eigenvalores ordenados de matrices alea-
torias finitas como series de tiempo. Aplicamos técnicas adaptadas a los datos del análisis de
señales para descomponer cada espectro en modos de tendencia y fluctuación claramente di-
ferenciados, evitando de esta manera, posibles errores en los resultados introducidos por las
técnicas de unfolding estándar. Mostramos que los modos de fluctuación son invariantes de
escala y siguen diferentes leyes de potencias para ensambles Poisson y Gaussianos, logrando
distinguir ya durante el unfolding entre ambos casos.
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Abstract

Spectra of ordered eigenvalues of finite Random Matrices are interpreted as a time series.
Data-adaptive techniques from signal analysis are applied to decompose the spectrum in clearly
differentiated trend and fluctuation modes, avoiding possible artifacts introduced by standard
unfolding techniques. The fluctuation modes are scale invariant and follow different power laws
for Poisson and Gaussian ensembles, which already during the unfolding allows to distinguish
the two cases.



Introducción

Ha sido conjeturado que las fluctuaciones en los niveles de energía de los espectros de ex-
citación de sistemas cuánticos obedecen leyes universales que pueden ser descritas por medio
de la teoría de matrices aleatorias (RMT) [1]. Esta conjetura ha sido verificada en una am-
plia variedad de sistemas cuánticos, desde sistemas bidimensionales tales como los billares
cuánticos y cavidades de microondas, hasta sistemas de muchos cuerpos tales como átomos,
puntos cuánticos, hadrones y núcleos atómicos [2–6]. De gran importancia y previo a los es-
tudios estadísticos de un espectro de excitación cuántico, es el procedimiento de unfolding
el cual tiene dos finalidades: (i) separar el comportamiento de la densidad de niveles global
ρ̄(E), de las fluctuaciones locales ρ̃(E), y (ii) reescalar los espaciamientos entre niveles de
energía a un espaciamiento promedio unitario tal que diferentes sistemas, con diferentes com-
portamientos globales, puedan ser comparados con las predicciones de RMT. En el procedi-
miento de unfolding tradicional (ver e.g. [7]), un mapeo de la secuencia de niveles de energía
reales E(i) = {E1, . . . , EN}, a una secuencia de niveles adimensionales ε(i) = {ε1, . . . , εN},
E(i) → ε(i) ≡ N [E(i)] =

∫ E(i)

−∞ ρ̄(E ′)dE ′, realiza este proceso. Aquí, N [E] es una aproxi-
mación suave a la función de densidad cumulativa o función escalón N [E]. Para los niveles
unfoldeados, la densidad de niveles promedio es igual a 1.

El procedimiento de unfolding es simple si una predicción teórica para la densidad de
niveles promedio ρ̄(E), es conocida. Por ejemplo, la fórmula de Weyl en el caso de billa-
res cuánticos, la distribución semicircular en el caso de ensambles Gaussianos clásicos, y la
distribución normal en el caso de ensambles Poissonianos. En la ausencia de una expresión
teórica para ρ̄(E), un unfolding local puede ser aplicado, sin embargo, este procedimiento so-
lo puede ser usado para estudiar correlaciones de corto alcance. Otra alternativa es modelar
el comportamiento de la densidad global con un polinomio en la energía, pero en este caso
el grado del mismo debe ser cuidadosamente elegido para evitar resultados erróneos [5, 6, 8].
Recientemente fue introducido un enfoque de series de tiempo como un método para estudiar
las propiedades de las fluctuaciones de los niveles de energía [6, 9]. En tal aproximación, las
fluctuaciones Ñ [E] = N [E] −N [E] (desviaciones de la energía de excitación unfoldeada de
su valor promedio n), también conocida como la función δn, son interpretados como una serie
de tiempo discreta. Diferentes técnicas del análisis de series de tiempo tales como el análisis
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4 INTRODUCCIÓN

espectral de Fourier [6, 9] y el análisis de fluctuación destendenciada (DFA, por sus siglas en
inglés) [10] han sido aplicadas para estudiar tales fluctuaciones de los niveles en los sistemas
de RMT. En particular, fue mostrado que las fluctuaciones en los niveles de energía de los sis-
temas cuánticos que obedecen la estadística GOE se comportan como ruido 1/f , mientras que
las fluctuaciones en los niveles de energía de sistemas que obedecen la estadística de Poisson
se comportan como ruido Browniano 1/f 2. Los casos intermedios se comportan como 1/fβ

con 1 < β < 2 [6]. Sin embargo, los resultados obtenidos por esta aproximación pueden ser
también bastante sensitivos al procedimiento de unfolding particular [6,8]. Una técnica adapta-
da a los datos fue empleada para detectar y corregir falsas correlaciones introducidas al realizar
un unfolding polinomial en la serie de tiempo de fluctuaciones [11, 12]. Por otra parte, ha sido
sugerido que un método auto-consistente podría ser la aproximación más apropiada para llevar
a cabo el procedimiento de unfolding [5].

En este trabajo proponemos interpretar directamente la secuencia de niveles de energía
reales, E(i), como una serie de tiempo. En el Capítulo 1 introducimos las ideas básicas del
análisis de series de tiempo. En el Capítulo 2 hacemos un repaso de la teoría de matrices alea-
torias (RMT). Finalmente en el Capítulo 3 mostramos los resultados de aplicar las técnicas
adaptadas a los datos denominadas Singular Value Decomposition (SVD) y Singular Spectrum
Análisis (SSA) [13, 14], la primera a un ensamble Poisson y GOE de series E(i), donde cada
una de ellas es interpretada como una serie de tiempo monótona y muestreada regularmente,
mientras que la segunda técnica es aplicada a una sola serie E(i). En este último caso, a mo-
do de comparación, calculamos además las medidas de fluctuación tradicionales tales como
NNSD y ∆3. Mostramos que en ambos casos, tales técnicas descomponen la función de ener-
gía en una manera auto-consistente en una parte global y una parte localmente fluctuante, es
decir, E(i) = E(i) + Ẽ(i), lo cual permite extraer conclusiones inequívocas acerca de la parte
fluctuante durante el procedimiento de unfolding mismo. Por último aplicamos el SSA para
estudiar la interpolación entre sistemas Poisson y GOE.



Capítulo 1

Análisis de series de tiempo

En este capítulo introducimos las ideas básicas del análisis de series de tiempo [15–19]. Una
serie de tiempo es una colección de observaciones de alguna variable hechas secuencialmente
en el tiempo. En la literatura aplicada, las series de tiempo son a menudo llamadas señales. En
literatura más teórica una serie de tiempo es una realización observada o medida de un proceso
estocástico. Muchos datos en una amplia variedad de campos tales como la economía, física,
ingeniería, medicina, demografía, el medio ambiente, control de procesos y otras áreas de la
investigación científica son a menudo colectados en la forma de series de tiempo.

El análisis de series de tiempo trata con los métodos estadísticos para analizar y mode-
lar una secuencia ordenada de observaciones. Es demasiado optimista pensar que un proceso
complejo pueda ser completamente descrito en términos de una serie de tiempo, sin embargo,
es asumido que la serie caracteriza algún o algunos aspectos interesantes del proceso y que
un análisis apropiado de la misma proporcionará información útil al respecto. Si bien, mucha
teoría estadística ha sido desarrollada para estudiar muestras aleatorias de observaciones in-
dependientes e idénticamente distribuidas, la característica especial del análisis de series de
tiempo es el hecho de que las observaciones sucesivas usualmente no son independientes y
que el análisis debe tomar en cuenta el orden temporal de las observaciones. Así, algunas de
las finalidades del análisis de series de tiempo es lograr el entendimiento de la dinámica o la
estructura dependiente del tiempo de las observaciones de una única serie (análisis de series de
tiempo univariadas), de tal manera que seamos capaces de detectar regularidades en las obser-
vaciones de una variable y podamos de este modo predecir de manera precisa observaciones
futuras, o en caso de estudiar varias series a la vez, poder determinar las relaciones más impor-
tantes entre ellas (análisis de series de tiempo multivariadas).

Existen dos principales aproximaciones al análisis de series de tiempo; la aproximación en
el dominio del tiempo y la aproximación en el dominio de la frecuencia. La aproximación en el
dominio del tiempo, cuyo desarrollo histórico tuvo lugar dentro de la estadística matemática,
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6 CAPÍTULO 1. ANÁLISIS DE SERIES DE TIEMPO

trata de explicar las correlaciones entre puntos adyacentes en el tiempo en términos de una
dependencia del valor actual sobre los valores pasados. Así, la aproximación en el dominio
del tiempo se enfoca en modelar algún valor futuro de una serie de tiempo como una función
paramétrica de los valores actual y pasados. Por otra parte, la aproximación en el dominio de
la frecuencia se centra principalmente en encontrar variaciones periódicas o sistemáticas en los
datos y evaluar la varianza asociada a cada una de ellas. Puesto que su desarrollo histórico tuvo
lugar en el ámbito de la ingeniería de las comunicaciones, algunos de los términos comúnmente
empleados en esta aproximación son los de energía, potencia y frecuencia. Las dos aproxima-
ciones no son exclusivas sino más bien complementarias, y en muchos casos, para series largas,
las dos aproximaciones pueden producir resultados similares. En otros casos, la formulación
en el dominio de la frecuencia puede servir para llevar a cabo un cálculo, conceptualmente en
el dominio del tiempo, de una manera más conveniente.

1.1. Tipos de series de tiempo
Considere una serie de variables aleatorias1 X1, X2, . . . , XT . En general, una colección de

variables aleatorias, Xt, indexadas por t es referida como un proceso estocástico. Los valores
observados de un proceso estocástico son referidos como una realización del proceso esto-
cástico. Es claro que no hay sólo una realización del proceso, sino, en principio, un número
arbitrario de realizaciones las cuales tienen todas las mismas propiedades estadísticas. De es-
te modo, podemos también considerar un proceso estocástico como la totalidad de todas sus
posibles realizaciones. Si bien, antes mencionamos que una serie de tiempo es un conjunto de
observaciones xt, cada una registrada a un tiempo específico t, a fin de proporcionar un marco
estadístico que tome en cuenta la posible naturaleza impredecible de observaciones futuras,
podemos suponer que cada observación es un valor realizado de una cierta variable aleatoria
Xt. De esta manera es posible definir a una serie de tiempo xt como una realización (o parte
de una realización) de un proceso estocástico2 Xt. En el análisis de series de tiempo, el índice
(o parámetro) t frecuentemente tomará los siguientes conjuntos de valores {0,±1,±2, . . .},
{1, 2, 3, . . .}, [0,∞) o (−∞,∞). Usualmente el término series de tiempo puede referirse tanto
a los datos como al proceso del cual son una realización.

Una serie de tiempo se dice que es discreta si las observaciones son hechas solamente a
tiempos específicos. En este caso la serie suele denotarse como xt = {x1, x2, . . . , xT}. Si por

1Una variable aleatoria es una función la cual asigna un número a cada posible resultado de un experimento.
2Si una serie de tiempo puede ser predicha de manera exacta, se dice que es determinística. Si los valores

futuros de la serie de tiempo son sólo parcialmente determinados por sus valores pasados, tal que las predicciones
exactas son imposibles, entonces se dice que la serie de tiempo es estocástica. En este caso los valores futuros
tienen una cierta distribución de probabilidad la cual es condicionada por un conocimiento de los valores pasados
de la serie. La mayoría de las series de tiempo de interés son de este tipo.
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otra parte, las observaciones son registradas continuamente sobre algún intervalo de tiempo se
dice que la serie de tiempo es continua y usualmente se denota como x(t)3.

Sea xt, t = 0,±1, . . ., una serie de tiempo discreta de valores reales, y sea M un número
entero positivo. Entonces la serie de tiempo se dice que es periódica de período M , si M es el
segundo mejor entero para el cual

xt = xt+M (1.1)

para todo entero t. Si x(t), −∞ < t < ∞, es una serie de tiempo continua de valores reales o
complejos, se dice que es periódica de período P (P > 0), si P es el entero más pequeño para
el cual

x(t+ P ) = x(t) (1.2)

para todo t.

Una serie de tiempo se dice que es estrictamente estacionaria si su distribución de probabi-
lidad conjunta no se ve afectada por un cambio en el origen del tiempo. Una serie de tiempo se
dice que es débilmente estacionaria si el comportamiento general de la serie permanece igual
en el tiempo, es decir, las observaciones fluctúan alrededor de un nivel promedio constante
con varianza constante sobre el período observado. Así, la estacionariedad implica un tipo de
equilibrio estadístico o estabilidad en los datos. Si las observaciones de una serie de tiempo
discreta son x1, x2, . . . , xT entonces su promedio será

x̄ = µx =
1

T

T∑
t=1

xt (1.3)

y la varianza

s2 = σ2
x =

1

T

T∑
t=1

(xt − x̄)2 (1.4)

Una serie de tiempo es no estacionaria si no parece tener un nivel promedio y/o exhibe un
comportamiento a la deriva.

En las aplicaciones prácticas usualmente solamente tenemos una serie de tiempo, es decir,
solo contamos con una realización de algún proceso estocástico, sin embargo para ser capaces
de estimar el valor esperado o la varianza del proceso estocástico, deberíamos contar con más
de una realización de este proceso. La asunción de ergodicidad quiere decir que los momentos

3Recordemos que una variable aleatoria discreta puede ser tratada como una variable aleatoria continua y
asignada una correspondiente función de densidad de probabilidad. En base a lo anterior, en este trabajo trataremos
a la secuencia discreta de energías {E1, E2, . . . , EN} como una serie de tiempo continua y la denotaremos como
E(i), mientras que al i-ésimo elemento de la serie lo denotaremos como Ei.
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de la muestra, los cuales son calculados sobre la base de una serie de tiempo (realización del
proceso estocástico) con un número finito de observaciones, convergen (en algún sentido) para
T →∞ a los correspondientes momentos de la población (totalidad de todas las posibles rea-
lizaciones del proceso). Sin embargo, para que un proceso estocástico sea ergódico tiene que
estar en equilibrio estadístico, es decir, tiene que ser estacionario.

Una serie de tiempo se dice que es lineal [20] si es posible reproducir sus propiedades es-
tadísticas a partir únicamente del espectro de potencias y la distribución de probabilidad, sin
tener en cuenta las fases de Fourier. Si la serie no cumple con las condiciones anteriores se
dice entonces que es no lineal. En el análisis de series de tiempo lineales algunas de las apro-
ximaciones más importantes están vinculadas al hecho de que la superposición es válida y a
que las aproximaciones en el dominio de la frecuencia son directamente utilizables. Para series
de tiempo no lineales la superposición no es válida y las aproximaciones en el dominio de la
frecuencia no son muy útiles en general.

1.2. Análisis de Fourier
Una tarea común en el análisis de series de tiempo es determinar si una fluctuación es-

pecífica está presente en nuestro conjunto de observaciones (detección), así como obtener los
valores de los parámetros que describen a esta fluctuación (estimación). A menudo, lo anterior
no es una tarea fácil debido principalmente a la presencia de ruido y a que podría tratarse de
una serie de tiempo muy complicada. Para facilitar la detección y estimación de fluctuaciones
específicas dentro de la serie, ésta es proyectada en una base la cual abarca el intervalo de
observaciones. Puesto que frecuentemente el tipo de fluctuaciones que estamos buscando son
fluctuaciones periódicas, una elección natural de la base sería aquella consistente de funciones
periódicas simples tales como los senos y cosenos. El análisis de Fourier es el mecanismo por
medio del cual es posible llevar a cabo esta descomposición [21–24].

El análisis de Fourier es un proceso que consiste básicamente en descomponer una señal
en una combinación de ondas sinusoidales, cada una con una cierta frecuencia f y amplitud
A(f). El espectro de potencias es una representación de esta descomposición. Para calcular-
lo, es necesario primero determinar la amplitud A(f) de cada componente. La potencia P (f)
a frecuencia f es igual, al cuadrado del valor absoluto de la amplitud, P (f) = |A(f)|2. El
espectro de potencias es obtenido graficando la potencia P (f) como una función de la frecuen-
cia f , y nos muestra cual es la importancia relativa de cada una de las frecuencias componentes.

En la práctica, el espectro de potencias P (f) puede ser calculado como el cuadrado del
valor absoluto de la transformada de Fourier de la serie de tiempo. El espectro de potencias
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de una serie periódica tiene un número discreto de picos, los cuales indican las frecuencias
dominantes que componen la serie. El espectro de potencias de una serie aleatoria es continuo
y plano debido a que no hay frecuencias dominantes presentes. Por analogía con la luz blanca,
la cual esta compuesta de todas las frecuencias en igual cantidad, una serie de tiempo aleatoria
es también llamada ruido blanco. El espectro de potencias de una serie de tiempo no periódica
pero correlacionada es también continuo, pero debido a las correlaciones algunas escalas de
frecuencias contribuirán más a la serie que otras, por ejemplo, el ruido que contiene un exceso
de componentes de frecuencia baja se dice que tiene un espectro de ruido corrido al rojo.
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Figura 1.1: Gráfica de una serie de ruido blanco con N = 1000 elementos (izquierda) y su correspon-
diente espectro de potencias en escala log-log (derecha). El espectro exhibe un comportamiento de ley
de potencias P (f) ∼ 1/fβ con β ≈ 0.
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Figura 1.2: Gráfica de una serie de ruido Browniano (integración del ruido blanco de la imagen anterior)
con N = 1000 elementos (izquierda) y su correspondiente espectro de potencias en escala log-log
(derecha). El espectro exhibe un comportamiento de ley de potencias P (f) ∼ 1/fβ con β ≈ 2.
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Una serie de tiempo es fractal, cuando fragmentos de la serie de tiempo son estadística-
mente auto-similares a la serie de tiempo original. En este caso, el espectro de potencias debe
también ser un invariante de escala y satisfacer una ley de potencias P (f) ∼ 1/fβ , donde β
es el exponente de densidad espectral, siendo β = 0 para el ruido blanco como se muestra
en la Figura 1.1 y β = 2 para ruido Browniano (integración del ruido blanco) mostrado en
la Figura 1.2. En una representación log-log, la ley de potencias se traslada a una línea recta,
siendo β la pendiente de dicha recta. Cuando β = 0 no hay correlaciones, cuando 0 < β < 1
hay correlaciones, y si −1 < β < 0 existen anticorrelaciones [25].

1.3. Detrended Fluctuation Analysis (DFA)

El Detrended Fluctuation Analysis (DFA) es un técnica de análisis de series de tiempo que
nos permite estudiar las propiedades de escalamiento de una serie de tiempo minimizando el
efecto de tendencias no estacionarias. En concreto, el DFA nos permite detectar las correlacio-
nes de largo alcance presentes en series de tiempo no estacionarias y, al mismo tiempo, evitar
la detección errónea de aparentes correlaciones de largo alcance que en realidad son el resul-
tado de la no estacionariedad de la serie. Este método ha sido exitosamente aplicado en series
de tiempo de intervalos entre latidos [26] y otras señales fisiológicas [27, 28], así como para
estudiar espectros nucleares [11, 29].

El algoritmo del DFA trabaja de la siguiente manera. Consideremos, en general, una serie
de tiempo X(i) = (x1, x2, . . . , xN) con N elementos. La serie de ruido blanco con N = 1000,
mostrada en la sección anterior, nos servirá como ejemplo para ilustrar el algoritmo (Figura
1.1). En primer lugar, integramos la serie de tiempo X(i), con lo cual obtenemos la serie I(i)
dada por

I(i) =

j∑
i=1

X(j) (1.5)

La serie de tiempo integrada correspondiente al ruido blanco es igual a ruido Browniano mos-
trado en la Figura 1.2. Posteriormente la serie integrada, I(i), es dividida en cajas o ventanas
de longitud n. En seguida, ajustamos una recta de mínimos cuadrados a los datos contenidos
en cada una de las cajas. Dicha recta representa la tendencia de los datos dentro de las cajas.
Una imagen de la serie de tiempo integrada (ruido Browniano), la cual ha sido dividida en diez
ventanas (n = 100), junto con las respectivas rectas ajustadas, es mostrada en la Figura 1.3.
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Figura 1.3: Serie de tiempo integrada (ruido Browniano). Las líneas punteadas verticales indican el
tamaño de las cajas n = 100, en las cuales ha sido dividida la serie. Los segmentos de recta de color
rojo corresponden al ajuste por mínimos cuadrados de los datos en cada caja y representan la tendencia
de los mismos en cada ventana.

Denotamos a la coordenada y de los segmentos de recta por yn(i). A continuación desten-
denciamos a la serie de tiempo integrada I(i), restando la tendencia local, yn(i), en cada una
de las cajas. La serie obtenida al realizar este paso en la serie de ruido Browniano de nuestro
ejemplo es mostrada en la Figura 1.4
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Figura 1.4: Serie de tiempo obtenida al restar la tendencia local, representada por los segmentos de
recta de la Figura 1.3, en cada una de las cajas en que dividimos el ruido Browniano I(i).

Ahora calculamos la fluctuación promedio para el tamaño de ventana n, F (n), la cual está
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dada por

F (n) ≡

√√√√ 1

N

N∑
i=1

[I(i)− yn(i)]2 (1.6)
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Figura 1.5: Gráfica log-log del tamaño de ventana n contra la fluctuación promedio F (n). La pendiente
de la recta ajustada, α = 0.54, caracteriza a las fluctuaciones y corresponde a una serie de ruido blanco,
para la cual teóricamente α = 0.5.

Finalmente calculamos la fluctuación promedio para un rango de escalas de tiempo (tama-
ños de ventana). En general, F (n) se incrementará con el tamaño de caja n. Una relación lineal
en una gráfica de logF (n) contra logn indica la presencia de escalamiento de ley de potencias
(fractal). La pendiente de tal relación lineal es igual al exponente de escalamiento α, el cual
caracteriza a las fluctuaciones. En la Figura 1.5 se muestra la gráfica de logF (n) contra logn
del ejemplo estudiado así como la recta ajustada correspondiente. El exponente α del DFA esta
relacionado con el exponente β del análisis de Fourier mediante la relación β = 2α − 1 [28].
En la siguiente tabla se muestran algunos valores de α así como el tiempo de serie de tiempo
al que corresponden.

El DFA que hemos descrito se conoce como DFA de primer orden puesto que ajusta una
recta para extraer la tendencia de los datos. Sin embargo, en general, también es posible ajustar
polinomios de orden más alto para extraer la tendencia en cada una de las ventanas en que
hemos dividido la serie de tiempo integrada. En este caso se denomina DFA de orden mayor.
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1.4. Singular Value Decomposition (SVD)
Cualquier matriz cuadrada simétrica X, tiene una descomposición espectral de la forma

X = UΛUT (1.7)

donde Λ es una matriz cuadrada, diagonal y real, conteniendo los eigenvalores de X, y U es
una matriz ortogonal, cuyas columnas son los eigenvectores de X.

Sin embargo, la descomposición de la ecuación (1.7) no siempre es posible, por ejemplo,
cuando la matriz X no es cuadrada. En este caso, podemos emplear una descomposición más
general denominada Singular Value Decomposition (SVD). En analogía con la descomposición
espectral, la descomposición de valores singulares [30,31] de una matriz real X de dimensiones
m× n y rango r4, factoriza a la matriz X como el producto de tres matrices simples, tal que

X = UΣVT (1.8)

donde U es una matriz ortogonal de m ×m, VT es la transpuesta de una matriz ortogonal V
de n× n, y Σ es una matriz diagonal de m× n. De la ecuación (1.8) se tiene para las matrices
positivas semidefinidas, XXT y XTX, que

XXT = UΣVTVΣTUT

= UΣΣTUT (1.9)

XTX = VΣTUTUΣVT

= VΣTΣVT (1.10)

donde hemos usado la ortogonalidad de U y V. Las ecuaciones (1.9) y (1.10) muestran que las
columnas de la matriz U son los eigenvectores, ûi, de XXT , para i = 1, . . . ,m, mientras que
las columnas de V son los eigenvectores, v̂j , de XTX, para j = 1, . . . , n,5 tal que

ûi =


ui1
ui2
...
uim

 , ûTi = (ui1, ui2, . . . , uim) (1.11)

4Si X es una matriz de m × n entonces el espacio generado por las columnas de X, y el espacio generado
por las filas de X tienen la misma dimensión, la cual es igual al número de columnas o filas de X linealmente
independientes. A este número común se le denomina rango de X y es menor o igual al mínimo entre m y n.

5Note que solamente se tienen r eigenvectores ortonormales ûi, así que si r < m, habrán de adicionarse
m− r vectores ortonormales para completar la base y formar la matriz cuadrada U. En el caso de la matriz V, si
r < n, el número de vectores ortonormales v̂j adicionales serán n − r. Estos vectores adicionales no afectan la
descomposición puesto que los eigenvalores asociados con ellos son cero.
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v̂j =


vj1
vj2
...
vjn

 , v̂Tj = (vj1, vj2, . . . , vjn) (1.12)

siendo ûTi y v̂Ti , los vectores fila correspondientes a ûi y v̂i, respectivamente. Por otra parte
ΣΣT y ΣTΣ son matrices cuadradas diagonales de dimensiones m ×m y n × n, respectiva-
mente, las cuales contienen los eigenvalores λk, para k = 1, . . . , r, de XXT o XTX.

De este modo se tiene que Σ es una matriz diagonal de m × n conteniendo las raíces
cuadradas de los eigenvalores λk, denominados valores singulares de X, σk =

√
λk. Es-

tos valores singulares se ordenan en forma descendente de acuerdo a su magnitud, es decir,
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr. Esto a su vez dicta la manera en que habrán de ordenarse los eigenvec-
tores ûi y v̂j , dentro de las matrices U y V. Los eigenvectores ûi, se conocen como vectores
singulares izquierdos de X, mientras que los eigenvectores v̂j , se denominan vectores singula-
res derechos de X. De este modo, la ecuación (1.8), puede escribirse como

X =


u11 u21 · · · um1

u12 u22 · · · um2
...

...
. . .

...
u1m u2m · · · umm




σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0




v11 v12 · · · v1n
v21 v22 · · · v2n

...
...

. . .
...

vn1 vn2 · · · vnn

 (1.13)

De acuerdo a lo visto hasta ahora, la ecuación (1.8) requiere calcular los eigenvalores y
eigenvectores de dos matrices simétricas, XXT y XTX. Sin embargo, es posible realizar la
descomposición de valores singulares calculando solamente una eigen-descomposición. Al re-
escribir la ecuación (1.8) como

U = XVΣ−1 (1.14)

donde Σ−1 es una matriz de n×m de la forma

Σ−1 =


1
σ1

0 · · · 0

0 1
σ2
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · 0

 (1.15)

se ve que una vez que se han calculado los eigenvalores, σk, y los eigenvectores, v̂k, de XTX,
entonces es posible calcular a los eigenvectores ûk a partir de ellos. Alternativamente, se puede
escribir la ecuación (1.8) en la forma

V = XTU(Σ−1)T (1.16)
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donde la matriz Σ−1 es la misma de la ecuación (1.15). De este modo es posible también
obtener los vectores singulares derechos v̂k a partir de los vectores singulares izquierdos ûk.
La forma vectorial de las ecuaciones matriciales (1.14) y (1.16) son, respectivamente

ûk =
1

σk
Xv̂k (1.17)

y

v̂k =
1

σk
XT ûk (1.18)

La descomposición de valores singulares, ecuación (1.8), también puede ser expresada co-
mo una suma de matrices de rango uno. Considere la matriz identidad, I, escrita en términos
de los vectores columna ortonormales ûi

I =
r∑

k=1

ûkû
T
k (1.19)

Ahora multipliquemos a la matriz identidad por X

IX =
r∑

k=1

ûkû
T
kX

=
r∑

k=1

ûk(X
T ûk)

T (1.20)

y aplicando la ecuación (1.18) tenemos

X =
r∑

k=1

σkûkv̂
T
k

=
r∑

k=1

Xk (1.21)

donde hemos definido
Xk = σkûkv̂

T
k (1.22)

Si todos los los eigenvalores λk tienen multiplicidad uno entonces la expansión de la ecuación
(1.21) es única. Las matrices Xk tienen rango uno. A la colección (σk,ûk,v̂k) se les conoce
como eigentriplete de SVD. Note además que −ûk (−v̂k) también es un eigenvector de XXT

(XTX) correspondiente al eigenvalor λi. Entonces en la ecuación (1.21) podemos reemplazar
cualquier par (ûk,v̂k) por (−ûk,−v̂k) sin que ello altere el resultado.



16 CAPÍTULO 1. ANÁLISIS DE SERIES DE TIEMPO

1.5. Singular Spectrum Analysis (SSA)

El Singular Spectrum Analysis (SSA) es una técnica, libre de modelo, de análisis de series
de tiempo univariadas. El propósito general del SSA es descomponer una serie de tiempo en
una suma de componentes (producidas por la serie misma) que pueden ser identificadas co-
mo tendencia, componentes oscilatorias y ruido [13, 14]. Una componente oscilatoria es una
serie periódica o cuasi-periódica de amplitud constante o modulada, mientras que el ruido es
cualquier serie aperiódica. Por otra parte, la tendencia de la serie es, aproximadamente, una
componente de la serie que varía lentamente sin presentar oscilaciones. Así, una vez efectuada
la descomposición anterior estamos en posibilidades de realizar tareas más específicas tales co-
mo la extracción de señal del ruido, extracción de componentes oscilatorias y el suavizamiento
de la de serie de tiempo. Una importante característica del SSA es que puede ser usado para
analizar series relativamente cortas, así como a series no estacionarias y, a diferencia de otras
técnicas adaptadas a los datos tales como el Empirical Mode Decomposition (EMD) [32], tam-
bién es posible aplicarlo a series de tiempo monótonas. El SSA ha llegado a ser una herramienta
estándar en el análisis de series de tiempo climáticas [33] y geofísicas [34], pero también su
uso se ha extendido a diferentes áreas tales como la medicina [35], la astronomía [36], la eco-
nomía [37], entre otros.

Considere una serie de tiempo unidimensional, de valores reales y registrados a intervalos
equidistantes en el tiempo, de longitud N , Y (t) = (y1, y2, . . . , yN). La versión del SSA que
empleamos consta de tres pasos los cuales se describen a continuación.

Paso 1. Encajamiento. En este primer paso, la serie de tiempo univariada es mapeada a una
matriz denominada matriz de trayectoria, X. Sea L un número entero (1 < L < N ),
al cual denominaremos longitud de ventana. Construimos K = N − L + 1 vectores
columna, xj , cada uno con L elementos, a partir de la serie de tiempo Y (t) de la siguiente
manera

xj =


yj
yj+1

...
yj+L−1

 (1.23)

para j = 1, 2, . . . , K. A estos vectores xj les llamaremos L-vectores retrasados. Al
ordenar los L-vectores retrasados en un arreglo matricial, donde cada uno de ellos es una
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columna, formamos la matriz de trayectoria X

X = (x1 . . .xK)

=


y1 y2 . . . yK
y2 y3 . . . yK+1
...

... . . . ...
yL yL+1 . . . yN

 (1.24)

La matriz de trayectoria X también puede verse como una secuencia de vectores xj , es
decir, como una serie de tiempo multivariada. La idea de emplear copias retrasadas de
una única serie de tiempo es construir un espacio fase que aproxime la dinámica del
sistema, y debido a esto a L también suele llamársele dimensión de encajamiento. Note
que la matriz transpuesta, XT , es la matriz de trayectoria de la misma serie pero con
una longitud de ventana igual a K. Además, de la ecuación (1.24) vemos que X es una
matriz de Hankel, es decir, sus elementos de matriz, xij , son todos iguales a lo largo de
la diagonal definida por i+ j = c, donde c es una constante.

La elección de la longitud de ventana L, depende de las propiedades de la serie a estudiar
y el propósito del análisis, aunque en general, debe de ser lo suficientemente grande para
incorporar una parte esencial del comportamiento de la serie. En aquellos casos donde
se busca extraer una oscilación cuya periodicidad es conocida se sugiere un elegir una
longitud de ventana cuyo tamaño sea igual a un múltiplo de dicho período.

Paso 2. SVD. Expresamos a la matriz de trayectoria X como una suma de matrices de rango
uno (ecuación 1.21). Para lograr lo anterior, realizamos la descomposición de valores
singulares de X, tal como se detallo en la sección anterior (véase Sección 1.4).

Paso 3. Reconstrucción. En este último paso mapeamos cada una de las matrices Xk a una
serie de tiempo gk(t), denominada componente reconstruida, de longitud igual a la de la
serie Y .

Consideremos una matriz Xk de L × K donde K < L y cuyos elementos denotamos
como xkij . La manera en que obtenemos una serie gk(t) a partir de Xk es mediante un
promedio sobre sus elementos diagonales (Hankelización) de la siguiente forma

gk(n) =



1
n

n∑
m=1

xkm,n−m+1 para 1 ≤ n ≤ L− 1

1
L

L∑
m=1

xkm,n−m+1 para L ≤ n ≤ K

1
N−n+1

N−K+1∑
m=n−K+1

xkm,n−m+1 para K + 1 ≤ n ≤ N

(1.25)
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En el caso en que L > K simplemente invertiremos los índices i y j en xkij . La ecuación
(1.25) realiza un promedio de los elementos de matriz xkij localizados a lo largo de las
N diagonales definidas por i + j = n + 1. El promedio se calcula sobre tres diferen-
tes intervalos debido a que el número de elementos en cada diagonal es variable. Para
1 ≤ n ≤ L − 1 comenzamos con un elemento hasta llegar a L − 1 elementos en incre-
mentos de una unidad. Para L ≤ n ≤ K el número de elementos se mantiene constante
y es igual a L, mientras que para K + 1 ≤ n ≤ N el número de elementos decrece hasta
llegar a uno.

Al sumar todas las componentes reconstruidas recuperamos completamente a la serie Y .
De esta manera, el SSA descompone la serie de tiempo Y en una suma de series

Y (t) =
r∑

k=1

gk(t) (1.26)

1.5.1. Extracción de tendencias y oscilaciones con SSA

Actualmente, no existe una definición universal de lo que es la tendencia en una serie de
tiempo. En el contexto del SSA la tendencia sería una componente aditiva de la serie la cual
es no estacionaria y varía lentamente durante el período de tiempo en el cual esta siendo ob-
servada. Una de las consecuencias de la definición anterior es que la solución al problema de
identificación de tendencia o extracción de tendencia no sería única puesto que, dependiendo
del grado de detalle o resolución que deseemos, podríamos obtener diferentes tendencias. Por
otra parte, para series de tiempo finitas, siempre existe el problema de que una componente
armónica de baja frecuencia es prácticamente indistinguible de una tendencia.

Para ilustrar las capacidades del SSA en cuanto a extracción de tendencia se refiere, es-
tudiaremos su aplicación a la serie de tiempo de anomalías de temperatura superficial global
anual, las cuales son las desviaciones (promediadas anualmente) de la temperatura media de la
superficie terrestre y marina durante el período 1961-1990 [38]. Esta serie de tiempo es compi-
lada conjuntamente por la Climate Research Unit, University of East Anglia, Norwich, U.K. y
el Hadley Centre of the U.K. Meteorological Office. Los datos están disponibles en internet en
la dirección http://www.cru.uea.ac.uk/cru/data/temperature/. La gráfica de la serie de tiempo
se muestra en la Figura 1.6., la cual muestra que la serie de anomalías de temperatura tiene
una tendencia general creciente. Sin embargo, siendo más minuciosos, podríamos dividir esta
tendencia general en tres partes; la primera abarcando entre 1850 y 1910, la segunda entre 1910
y 1970 y la tercera de 1970 a 2012.
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Figura 1.6: Serie de tiempo de anomalías de temperatura superficial global anual (GSTA) registradas
desde 1850 a 2012. Tales anomalías corresponden con las desviaciones (promediadas anualmente) de la
temperatura media de la superficie terrestre y marina durante el período 1961-1990 (período delimitado
por las líneas punteadas rojas).
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Figura 1.7: Diagrama de varianzas parciales, λk, en escala log-log (scree diagram) de la serie de ano-
malías de temperatura paraL = 10% del tamaño de la serie. Como podemos observar λ1 y λ2 se apartan
notablemente del resto sugiriendo que ellas son las responsables de la mayor parte de la varianza de la
serie, y por lo tanto, que las correspondientes componentes reconstruidas constituyen la tendencia de
la serie. Sin embargo, para lograr una mejor distinción entre componentes de tendencia y componentes
de fluctuación, es necesario analizar el comportamiento de las respectivas componentes reconstruidas.
Algunas de ellas son mostradas en la Figura 1.9.
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A continuación mostraremos las capacidades del SSA en la extracción de tendencias y
componentes oscilatorias. Las Figuras 1.7 y 1.8 muestran la gráfica de las varianzas parciales,
λk, en escala log-log, conocido como scree diagram, obtenido al aplicar el SSA a la serie de
anomalías de temperatura con una longitud de ventana L = 10 % y L = 50 % del tamaño de la
serie, respectivamente.
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Figura 1.8: Diagrama de varianzas parciales, λk, en escala log-log (scree diagram) de la serie de ano-
malías de temperatura para L = 50% del tamaño de la serie. Como podemos observar λ1, λ2, λ3 y
λ4 se apartan notablemente del resto sugiriendo que ellas con las responsables de la mayor parte de la
varianza de la serie, y por lo tanto que las correspondientes componentes reconstruidas constituyen la
tendencia de la serie. Para lograr una mejor separación entre las componentes de tendencia y fluctua-
ción, es necesario analizar el comportamiento de las respectivas componentes reconstruidas. Algunas de
ellas son mostradas en la Figura 1.12.

Ciertas características de las varianzas parciales λk, obtenidos al aplicar el SSA, pueden
ayudarnos a visualizar cuales componentes reconstruidas gk corresponden con la tendencia de
la serie. De la Figura 1.7 podemos observar que las primeras dos varianzas parciales, λ1 y λ2,
se destacan del resto. Las varianzas parciales más grandes están asociadas con las direcciones
en las cuales la varianza de la serie es mayor, por lo tanto, esperaríamos que las dos primeras
componentes reconstruidas, g1 y g2, correspondieran con la tendencia de la serie. Sin embar-
go, una inspección de las primeras cuatro componentes reconstruidas g1-g4 de la Figura 1.9,
nos muestra que la componente reconstruida número uno, la cual oscila muy lentamente, es
la componente dominante, mientras que el resto oscilan mucho más rápido, sugiriendo que
únicamente la primer componente reconstruida, g1, forma parte de la tendencia. La tendencia
obtenida de esta manera, así como la obtenida al sumar las primeras dos componentes g1 y g2,
es mostrada en la Figura 1.10. En este último caso lo que se observa es una oscilación montada
sobre la tendencia general conseguida con g1.
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La serie de fluctuaciones obtenida al quitar la tendencia conformada únicamente por la
primer componente reconstruida, g1, de la serie GSTA, es mostrada en la Figura 1.11. Como
podemos ver las fluctuaciones corresponden a una serie de tiempo estacionaria, es decir, no se
observa tendencia alguna.

A continuación mostraremos que las fluctuaciones obtenidas al eliminar la tendencia de una
serie de tiempo con el SSA, son invariantes con respecto a la longitud de ventana o dimensión
de encajamiento, L, elegida.
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Figura 1.9: Gráfica de las primeras cuatro componentes reconstruidas obtenidas al aplicar el SSA a la
serie de tiempo GSTA para L = 10% del tamaño de la serie. Podemos ver que la primer componente
reconstruida, g1, es la componente dominante y corresponde con la oscilación más lenta, lo cual, junto
con el diagrama de varianzas parciales (Figura 1.7), sugiere que únicamente esta componente constituye
la tendencia de la serie como puede apreciarse en la Figura 1.10.
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Figura 1.10: Gráfica de la serie de tiempo GSTA junto con diferentes ajustes para la tendencia. En
la imagen izquierda se muestra la tendencia obtenida al considerar únicamente a la primer componente
reconstruida, g1, a ser parte de la tendencia. En la derecha se muestra la tendencia resultado de considerar
a las primeras dos componentes reconstruidas g1 y g2 como parte de la tendencia.
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Figura 1.11: Gráfica de las fluctuaciones de la serie de tiempo GSTA, obtenidas al sustraer la tendencia
constituida por la primer componente reconstruida g1.

Como pudimos notar en este primer ejemplo, el haber escogido un valor relativamente pe-
queño de L, dio por resultado que únicamente la primer componente reconstruida, g1, constitu-
yera la tendencia de la serie. Sin embargo, mostraremos que si bien, para valores más grandes
de L el número de componentes a ser consideradas para formar parte de la tendencia aumenta,
las fluctuaciones obtenidas son invariantes ante los valores de L escogidos, y que siempre al
analizar el scree diagram, así como las componentes reconstruidas, obtendremos la informa-
ción y guía necesaria para lograr realizar una separación apropiada de tendencia y fluctuaciones
en la serie de tiempo.



1.5. SINGULAR SPECTRUM ANALYSIS (SSA) 23

1850 1900 1950 2000
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

Año

g1 HL = 50%L

1850 1900 1950 2000

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Año

g2 HL = 50%L

1850 1900 1950 2000

-0.05

0.00

0.05

0.10

Año

g3 HL = 50%L

1850 1900 1950 2000
-0.10

-0.05

0.00

0.05

Año

g4 HL = 50%L

1850 1900 1950 2000

-0.02

-0.01

0.00

0.01

0.02

Año

g5 HL = 50%L

1850 1900 1950 2000
-0.03
-0.02
-0.01

0.00
0.01
0.02
0.03

Año

g6 HL = 50%L

Figura 1.12: Gráfica de las primeras seis componentes reconstruidas obtenidas al aplicar el SSA a
la serie de tiempo GSTA para L = 50% del tamaño de la serie. Podemos ver que las primeras dos
componentes reconstruidas, g1 y g2, son las componentes dominantes y no oscilantes, mientras que las
componentes reconstruidas g3 y g4 son las componentes que oscilan más lentamente, con un período de
60 años. De acuerdo con el diagrama de varianzas parciales de la Figura 1.8 estas cuatro componentes
constituyen la tendencia de la serie. Las componentes g5 y g6 corresponden a una oscilación con un
período aproximado de 20 años.

En la Figura 1.12 se muestran las primeras seis componentes reconstruidas al aplicar el SSA
a la serie GSTA cuando L = 50 % del tamaño de la serie. En este caso podemos apreciar que las
primeras dos componentes reconstruidas, g1 y g2, corresponden a componentes no oscilatorias,
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mientras que las componentes g3 y g4, constituyen las componentes oscilatorias de frecuencia
más baja, con un período de oscilación de aproximadamente 60 años.
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Figura 1.13: Gráfica de la serie de tiempo GSTA junto con diferentes ajustes para la tendencia. La
tendencia que mejor se ajusta a los datos es la constituida por la suma de las componentes reconstruidas
g1-g4. Si consideramos menos componentes obtenemos tendencias más general con diferentes grados de
resolución, y si consideramos más componentes se observan oscilaciones montadas sobre la tendencia
obtenida con las componentes g1-g4.
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Las componentes reconstruidas g5 y g6, corresponden con oscilaciones cuyo período apro-
ximado es de 20 años. De acuerdo al diagrama de varianzas parciales de la Figura 1.8, las cuatro
primeras componentes reconstruidas, g1-g4, corresponden a la tendencia de la serie, sin embar-
go, si consideramos menos componentes para ser parte de la tendencia lo que obtenemos son
tendencias más generales de diferente resolución, mientras que al considerar más componentes
lo que se observa son oscilaciones montadas sobre las tendencia obtenida con las componentes
g1-g4,como podemos apreciar en la Figura 1.13. En la Figura 1.14 se muestran las series de
fluctuaciones resultado de eliminar de la serie GSTA tendencias de diferente resolución, cons-
tituidas por g1, g1-g2, g1-g3 y g1-g4.
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Figura 1.14: Gráfica de las fluctuaciones de la serie de tiempo GSTA, obtenidas al quitar tendencias de
diferente resolución, para L = 50% de la longitud de la serie. Note que la imagen de la esquina inferior
derecha muestra fluctuaciones estadísticamente similares a aquellas mostradas en la Figura 1.11

A diferencia de los resultados obtenidos al tomar L = 10 % de la longitud de la serie de
tiempo, en este caso el número de componentes reconstruidas a ser parte de la tendencia fue
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mayor, debido a que la longitud de ventana fue más grande. Esto se debe a que en el caso
de L = 10 %, la “resolución” con la cual la serie es analizada, es mayor que en el caso de
L = 50 %, logrando que las componentes reconstruidas se ajusten mejor a los datos. Note
la semejanza entre la tendencia obtenida al considerar a g1 como tendencia de la serie GSTA
cuando L = 10 %, y aquella obtenida al considerar g1-g4, en el caso de L = 50 %. Asimismo,
la serie de fluctuaciones de la Figura 1.11 cuando L = 10 %, es estadísticamente similar a las
fluctuaciones mostradas en la imagen inferior derecha de la Figura 1.14 para L = 50 %.

Resultados de la tendencia ajustada a la serie GSTA, así como de las correspondientes fluc-
tuaciones obtenidas, para valores de L = 20, 30 y 40 por ciento de la longitud de la serie, son
mostrados en la Figura 1.15. En el caso de L = 20 % y L = 30 % las componentes reconstrui-
das a ser incluidas en la tendencia fueron las primeras dos, g1-g2, mientras que en el caso de
L = 40 %, las primeras tres componentes, g1-g3, forman la tendencia de la serie. La manera
en como se determinó el número de componentes a formar parte de la tendencia fue el mismo
se utilizó en los dos ejemplos vistos hasta ahora para L = 10 % y L = 50 %, es decir, en
base a los correspondientes diagramas de varianzas parciales y el análisis de las componentes
reconstruidas (no mostrados aquí).

En estos tres casos, L = 20 %, 30 % y 40 %, las correspondientes fluctuaciones obtenidas
son estadísticamente similares entre ellas, como puede verse en la Figura 1.15, y a las fluctua-
ciones obtenidas anteriormente para L = 10 % y L = 50 %, al considerar a g1 y g1-g4 como
parte de la tendencia, respectivamente.

Finalmente en la Figura 1.16 es mostrado que debido a la simetría de la matriz de trayec-
toria, X, los resultados obtenidos al considerar valores de L ≥ 50 % de la longitud de la serie
son equivalentes a los obtenidos para valores de L ≤ 50 % . Así, los resultados obtenidos para
L = 10 % son similares a los obtenidos para L = 90 %, los de L = 20 % son similares a los
de L = 80 %, y así sucesivamente. Esta es la razón por la cual usualmente el valor de L se res-
tringe a L ≤ 50 %. En particular, en cada caso es mostrada la serie GSTA junto con la primer
componente reconstruida, g1. De nuevo observamos que mientras más grande sea el valor de
L (L ≤ 50 %), mayor será el número de componentes reconstruidas que formarán parte de la
tendencia.
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Figura 1.15: Gráfica de las tendencias ajustadas a la serie GSTA así como de las correspondientes
fluctuaciones para L = 20, 30 y 40 por ciento de la longitud de la serie. Note la semejanza entre las
tendencias y fluctuaciones para los diferentes valores de L mostrados aquí y a los resultados obtenidos
para los ejemplos vistos anteriormente para L = 10% y L = 50%.
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Figura 1.16: Gráfica de la serie de tiempo GSTA así como de la primer componente reconstruida,
g1, para diferentes valores de la dimensión de encajamiento L. Note que los resultados obtenidos para
L ≥ 50% del tamaño de la serie son equivalentes a su contraparte para L ≤ 50% debido a la simetría
de la matriz de trayectoria X. Igualmente podemos apreciar de nuevo que mientras el valor de L es más
grande (L ≤ 50%), mayor es el número de componentes reconstruidas a ser consideradas como parte
de la tendencia.



Capítulo 2

Teoría de matrices aleatorias (RMT)

La teoría de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) nos permite describir las
propiedades estadísticas de las fluctuaciones en los niveles de energía de sistemas cuánticos.
Su comienzo tuvo lugar en la década de los 50’s cuando Eugene Wigner, al estudiar los niveles
de energía de núcleos altamente excitados, encontró que dichos niveles eran estadísticamente
similares a los eigenvalores de una matriz Hermítica aleatoria. Desarrollos posteriores de la
teoría fueron llevados a cabo principalmente por F. J. Dyson, M. L. Mehta, C. E. Porter y N.
Rosenzweig. Una compilación de los artículos más importantes sobre RMT de esta época fue
llevada a cabo por Porter [39].

Los modelos nucleares nos permiten describir a la mayoría de los estados en la región de
baja energía del espectro de excitación de un núcleo debido a que la densidad de niveles es
pequeña. Sin embargo, debido al rápido incremento de la densidad de niveles con la energía de
excitación, lograr una descripción detallada de los niveles de energía individuales a energías
más altas (E ∼ 6MeV ) se vuelve cada vez más difícil. Esta situación motivó el desarrollo de
una teoría estadística de los niveles de energía; la teoría de matrices aleatorias. En palabras de
Dyson: “La teoría estadística no predecirá la secuencia detallada de niveles en algún núcleo,
pero describirá la apariencia general y el grado de irregularidad en la estructura de niveles que
se espera ocurra en algún núcleo, la cual es demasiado complicada para ser entendida en de-
talle ... Imaginamos un núcleo complejo como una caja negra en la cual un gran número de
partículas están interactuando de acuerdo a leyes desconocidas. El problema es entonces defi-
nir en una forma matemáticamente precisa un ensamble de sistemas en el cual todas la leyes
de interacción posibles son igualmente probables”. Puesto que un sistema cuántico puede ser
representado por su correspondiente matriz Hamiltoniana, el ensamble de estados se traduci-
rá en un ensamble de matrices. Como veremos más adelante, para la construcción de dichas
matrices únicamente se tomarán en cuenta las simetrías del sistema tales como la invariancia
bajo inversión temporal o invariancia rotacional. Fuera de la restricción anterior las entradas
de las matrices serán variables aleatorias con una cierta distribución de probabilidad, de ahí el

29
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nombre de matrices aleatorias. Diagonalizando estas matrices obtenemos los correspondientes
espectros de energía.

Si bien, en un principio RMT fue concebida para modelar sistemas con muchos grados de
libertad como los núcleos atómicos, investigaciones posteriores demostraron también su utili-
dad en la descripción de sistemas con pocos grados de libertad. Una notable universalidad es
encontrada en las propiedades de fluctuación de los niveles de energía de una amplia varie-
dad de sistemas tales como núcleos, átomos, moléculas, sistemas caóticos cuánticos, sistemas
desordenados e incluso cromodinámica cuántica on the lattice. RMT ha llegado a ser además
una herramienta muy importante en el estudio de las conexiones entre la física clásica y la
física cuántica. En este sentido, durante los últimos 35 años se han llevado a cabo numerosas
investigaciones con la finalidad de encontrar diferencias cualitativas entre sistemas cuánticos
cuyas contrapartes clásicas son regulares y aquellos cuyas contrapartes clásicas son caóticas.
En 1977 Berry y Tabor [40] propusieron que los espectros de sistemas cuánticos cuyos análo-
gos clásicos son integrables deberían exhibir propiedades de correlación del tipo Poisson. Por
otra parte, en 1984 resultados empíricos llevaron a Bohigas, Giannoni y Schmit [1] conjeturar
que los espectros de sistemas cuánticos con contraparte clásica caótica exhiben propiedades
de correlación modeladas por los ensambles Gaussianos clásicos de RMT. El estudio de estos
sistemas es lo que se conoce como caos cuántico. Recientemente RMT ha encontrado nuevas
aplicaciones en muchos campos, tales como en el estudio de eigenespectros de matrices de
adyacencia de redes [41–43], y eigenespectros de matrices de correlación empíricas en finan-
zas [44], el clima [45], y electro y magnetoencefalografía [46].

En RMT estamos interesados en estudiar las propiedades de fluctuación de los espectros
cuánticos que son determinadas por las simetrías del sistema, denominadas propiedades loca-
les, las cuales son universales. Las propiedades de fluctuación que no son determinadas por las
simetrías del sistema se conocen como propiedades globales y a diferencia de las propiedades
locales, no son universales. Un ejemplo de propiedad local es la distribución de los espacia-
mientos entre niveles vecinos, mientras que un ejemplo de propiedad global es la densidad
de niveles ρ(E). A fin de estudiar las propiedades locales es necesario deshacernos de las ca-
racterísticas no universales mediante un proceso denominado unfolding. El unfolding además
nos permite mapear el espectro original a uno nuevo tal que tenga un espaciamiento entre ni-
veles promedio uniforme igual a uno. Una vez llevado a cabo el unfolding podemos calcular
diversas medidas de fluctuación espectral tales como la varianza del número de niveles Σ2, la
distribución de espaciamientos del vecino más cercano (NNSD), la estadística ∆3, entre otras,
las cuales, como veremos, nos proporcionarán información acerca de las correlaciones entre
los niveles de energía o sus espaciamientos, lo que su vez nos dará información acerca de las
características generales del espectro. Para dar validez estadística, todas estas medidas son ob-
tenidas realizando un promedio sobre el ensamble de matrices aleatorias. Los resultados así
obtenidos concuerdan con los obtenidos mediante un promedio espectral en el límite en que el
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número de niveles tiende a infinito. Esto es referido como ergodicidad en RMT.

2.1. Ensambles Gaussianos clásicos
Los ensambles Gaussianos clásicos de la teoría de matrices aleatorias modelan sistemas

cuánticos que poseen simetrías particulares. Estas simetrías imponen constricciones adiciona-
les sobre la estructura de la matriz Hermítica H representando el Hamiltoniano del sistema. En
la mecánica cuántica de Schrödinger estándar existen tres posibles clases de simetría las cuales
son etiquetadas por el índice de Dyson β, el cual indica la dimensión del álgebra subyacente
sobre la cual la matriz H es construida. Así, para denotar si los elementos de una matriz son
números reales (R), complejos (C) o cuaterniónicos (H), se emplea la notación β = 1, 2, o 4,
respectivamente. La matriz Hamiltoniana de un sistema cuántico es simétrica real (β = 1) si
el sistema es invariante bajo inversión temporal y i) sin importar cual sea su comportamiento
bajo rotaciones su momento angular total es entero (espín entero), ii) el sistema además es rota-
cionalmente invariante y tiene momento angular total semientero (espín semientero). Por otra
parte, si un sistema cuántico es invariante bajo inversión temporal pero no ante rotaciones y
tiene momento angular total semientero, entonces sus niveles de energía son doblemente dege-
nerados y su matriz Hamiltoniana es una matriz cuaterniónica real (β = 4). Si el sistema no es
invariante bajo inversión temporal, independientemente de si es invariante o no ante rotaciones,
su Hamiltoniano es representado por una matriz Hermítica compleja (β = 2).

En base a lo anterior definimos tres clases de ensambles de matrices aleatorias, denomi-
nados ensambles Gaussianos clásicos: el ensamble ortogonal Gaussiano (GOE) definido en
el espacio de matrices simétricas reales, el ensamble unitario Gaussiano (GUE) definido en
el espacio de matrices Hermíticas y el ensamble simpléctico Gaussiano (GSE) definido en el
espacio de matrices Hermíticas auto duales o cuaterniónicas reales. Además de las tres cla-
ses de simetría, las propiedades que definen a estos ensambles Gaussianos clásico de matrices
aleatorias H son:

a) Bajo cualquier transformaciónH → A−1HA la probabilidad P (H)d[H] de que un siste-
ma de alguno de los ensambles Gaussianos clásicos pertenecerá al elemento de volumen
dH debe ser invariante. En el caso de que H sea una matriz simétrica real la probabili-
dad P (H)d[H] es invariante ante transformaciones ortogonales, es decir,A es una matriz
del grupo ortogonal O(N). Es por esto que al ensamble de matrices simétricas reales se
le denomina ensamble ortogonal Gaussiano (GOE). Cuando H es una matriz Hermítica
la probabilidad P (H)d[H] es invariante ante transformaciones unitarias, es decir, A es
una matriz del grupo unitario U(N), y por esta razón al ensamble de matrices Hermí-
ticas se le llama ensamble unitario Gaussiano (GUE). Si H es una matriz cuaternióni-
ca real entonces la probabilidad P (H)d[H] es invariante bajo cualquier transformación
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H → A−1HA donde A sea una matriz del grupo simpléctico unitario USp(2N). De
este modo al ensamble de matrices cuaterniónicas reales se le conoce como ensamble
simpléctico Gaussiano (GSE), y por consiguiente las tres clases de simetría son referidas
como ortogonal, unitaria y simpléctica.

b) Los elementos de matriz no relacionados por las simetrías de la matriz son estadística-
mente independientes, es decir, su función de densidad de probabilidad conjunta es igual
al producto de las funciones de densidad de probabilidad individuales.

Las matrices H que conforman cada uno de los ensambles anteriores se dice que son alea-
torias en el sentido de que sus elementos de matriz independientes son asumidos a ser variables
aleatorias, es decir, son obtenidos aleatoriamente de la distribución de probabilidad P (H). Tal
distribución es determinada por las dos condiciones a) y b) mencionadas anteriormente. Así,
para asegurar que la distribución de probabilidad P (H) de cada uno de los ensambles Gaussia-
nos clásicos sea invariante bajo la transformación apropiada, demandamos que P (H) dependa
solamente de las trazas de las potencias de H . Esto junto con el requisito de que los elemen-
tos de matriz sean estadísticamente independientes (al grado permitido por las simetrías de la
matriz) restringen la distribución de probabilidad P (H) a la forma [47]

PN,β(H) = CN,βexp
(
−β

2
TrH2

)
(2.1)

donde la contante CNβ asegura normalización y TrH2 es la traza del cuadrado de la matriz H .
De la ecuación anterior podemos ver que los elementos de matriz independientes tienen una
distribución Gaussiana. Para ejemplificar esto, consideremos una matriz simétrica real de 2×2,
para la cual

P2,1(H) = C2,1exp
(
−1

2
(H2

11 +H2
22 + 2H2

12)

)
(2.2)

lo cual muestra que cada elemento de matriz es una variable aleatoria con una distribución
Gaussiana y la varianza de los elementos fuera de la diagonal es la mitad que la de los elemen-
tos diagonales. Distribuciones de probabilidad con una expresión más general son obtenidas
para otros ensambles en donde los elementos de matriz no son requeridos a ser estadísticamen-
te independientes. Es así como las tres clases de simetría (ortogonal, unitaria o simpléctica)
junto con la densidad de probabilidad de la ecuación (2.1) definen a los ensambles Gaussianos
clásicos.

Para construir una matriz del ensamble ortogonal Gaussiano, los elementos diagonales de
la matriz,Hnn, son obtenidos de una distribución Gaussiana con promedio cero y varianza uno,
mientras que los elementos fuera de la diagonal, Hmn con m < n, son obtenidos de una dis-
tribución Gaussiana con promedio cero y varianza igual a un medio. Los elementos restantes,
Hmn con m > n, son obtenidos haciendo uso de la simetría de la matriz, Hmn = Hnm. Para



2.2. UNFOLDING 33

construir una matriz del ensamble unitario Gaussiano, los elementos diagonales, Hnn, también
son obtenidos de una distribución Gaussiana con promedio cero y varianza igual a uno. Las
partes real e imaginaria de los elementos fuera de la diagonal, Hmn con m < n, son inde-
pendientes y cada una de ella es obtenida de una distribución Gaussiana con promedio cero y
varianza igual a un medio. De nuevo los elementos restantes, Hmn con m > n, son obtenidos
haciendo uso de la simetría de la matriz, Hmn = H∗nm. Una matriz del ensamble simpléctico
Gaussiano es construida con elementos cuaterniónicos reales. Los espectros obtenidos al dia-
gonalizar las matrices de cada uno de los ensambles anteriores son mostrados en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Espectros de energía correspondientes a un espectro Poissoniano, algunas veces referido
también como GDE (línea roja rayada), un espectro GOE (línea azul continua),un espectro GUE (línea
morada punteada), y un espectro GSE (línea verde punteada y rayada). Los espectros corresponden a
promedios sobre un ensamble de n = 10 matrices.

En todos los casos mencionados los eigenvalores obtenidos al diagonalizar a la matriz alea-
toria H corresponden con los niveles de energía del sistema cuántico modelado, sin embargo
tales eigenvalores o niveles de energía no están distribuidos uniformemente. Esto se debe a que
la densidad de niveles ρ(E) no es una función universal puesto que depende de los detalles del
modelo de matriz aleatoria los cuales no son dictados por las simetrías. Antes de poder estudiar
las propiedades de fluctuación es necesario deshacernos de este comportamiento no universal.
Los detalles del procedimiento son mostrados en la siguiente sección.

2.2. Unfolding
Recordemos que lo que deseamos estudiar son las propiedades estadísticas de los espec-

tros cuánticos, las cuales a su vez, nos proporcionarán información acerca de las correlaciones
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entre sus niveles de energía. Sin embargo, queremos medir las correlaciones espectrales inde-
pendientemente de las propiedades globales del espectro. Así, antes de que podamos estudiar
las propiedades de fluctuación locales es necesario remover la densidad de niveles del espectro
mediante un proceso denominado unfolding.

Dado un espectro de un sistema cuántico, todos los niveles que tienen los mismos números
cuánticos forman un subespectro. Denotaremos por Ei, para i = 1, ..., N , las posiciones de
los niveles de energía para un determinado subespectro. Consideremos a ρ(E), la densidad
de niveles Ei como función de la energía E, es decir, el número de niveles contenidos en un
intervalo unitario de energía, la cual está dada por

ρ(E) =
∑
i

δ(E − Ei) (2.3)

La correspondiente función cumulativa de niveles Ei, N (E), la cual nos da el número de
niveles con una energía menor o igual a E, es

N (E) =

∫ E

−∞
ρ(E ′)dE ′ (2.4)

Por lo tanto, N (E) es una función escalón la cual se incrementa en una unidad cada vez
que E = Ei. Para ilustrar esto, consideremos los eigenvalores de una matriz del ensamble
GOE de dimensión N = 20, construida como fue descrito en la sección anterior. La gráfica
de N (E) para este ejemplo es mostrada en la Figura 2.2. Como se puede apreciar, la función
N (E) presenta un comportamiento promedio suave, N(E), el cual es indicado por la curva
continua de color rojo. De este modo podemos considerar a la funciónN (E) como la suma de
esta parte suave N (E) más una parte fluctuante Ñ (E), tal que

N (E) = N (E) + Ñ (E) (2.5)

Para poder estudiar las fluctuaciones Ñ (E), es decir, las fluctuaciones de la funciónN (E)
alrededor de N (E), es necesario contar con un procedimiento que nos permita separar apro-
piadamente la función N (E) en una parte suave o global N (E) y una parte fluctuante o local
Ñ (E). En términos de la densidad de niveles ρ(E), necesitamos implementar un método de
suavizamiento de ρ(E) que nos permita obtener ρ̄(E), la densidad promedio de niveles Ei co-
mo función de la energía E, lo que a su vez nos permitirá obtenerN (E), la función cumulativa
promedio de niveles Ei, la cual nos da el número promedio de niveles con una energía menor
o igual a E, a través de la siguiente relación

N (E) =

∫ E

−∞
ρ̄(E ′)dE ′ (2.6)
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Figura 2.2: Gráfica de la función escalón N (E), así como su comportamiento suave Ñ (E)
(curva roja suave) para un espectro GOE con veinte niveles de energía.

La separación anterior nos permitirá además mapear el espectro E(i) a uno nuevo, ε(i), tal
que

εi = N (Ei). (2.7)

A diferencia de E(i), el nuevo espectro resultante ε(i), tendrá un espaciamiento promedio
uniforme igual a uno (<si> = 1 ; si = εi+1 − εi), y las energías εi tendrán una distribución
uniforme. A este proceso de separar a la funciónN (E) en una parte suave y una parte fluctuante
como se señala en la ecuación (2.5), y mapear al espectro E(i) por medio de la ecuación (2.7)
se le conoce como unfolding. De esta forma N (ε), la función cumulativa de niveles εi, tendrá
una forma de escalera fluctuando a lo largo de una línea recta de pendiente igual a uno, tal
como se muestra en la Figura 2.3.

Una vez que hemos efectuado el unfolding es posible comparar las propiedades de fluc-
tuación de sistemas con distintos comportamientos globales, como por ejemplo, comparar las
fluctuaciones en las posiciones de los niveles de energía entre núcleos con densidades de nive-
les diferentes, o incluso comparar sistemas totalmente diferentes tales como una secuencia de
números primos y una secuencia de ceros de la función zeta de Riemann.

El unfolding es simple si existe una fórmula analítica para describir la densidad de niveles
global ρ(E) para el sistema bajo estudio. Por ejemplo, en en caso de billares, es posible separar
las propiedades globales de las propiedades locales de una manera precisa por medio de la
fórmula de Weyl

N (E) =
π

4
(SE − L

√
E +K) (2.8)
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Figura 2.3: Función escalón unfoldeada N (ε), correspondiente a la función escalón N (E) de
la Figura 2.2. La línea roja es una recta de pendiente igual a uno.

donde S es la superficie del billar y L su perímetro, mientras que K ≈ 1. En el caso de
los ensambles Gaussianos clásicos Wigner derivó la densidad promedio de la secuencia de
eigenvalores de una matriz aleatoria, la cual esta dada por

ρ̄(E) =

{
1
π

√
2N − E2 para |E| <

√
2N

0 para |E| >
√

2N
(2.9)

La expresión anterior es conocida como la ley semicircular de Wigner y es válida para los tres
ensambles Gaussiano clásicos GOE, GUE y GSE en el límite N →∞. Al integrar la ecuación
anterior obtenemos la siguiente función cumulativa promedio de niveles

N (E) =
1

2π

(
E
√

2N − E2 + 2Nsin−1
(

E√
2N

)
+ πN

)
(2.10)

Sin embargo, una fórmula analítica para ρ(E) en la mayoría de los casos es desconocida.
En la práctica, para matrices de dimensión finita, el procedimiento usual consiste en usar una
aproximación suave, frecuentemente un polinomio de grado bajo arbitrario, a la función cu-
mulativa de niveles, N (E), y así obtener a Ñ (E). Una vez que hemos unfoldeado el espectro
de energías, es posible estudiar las fluctuaciones en el espectro de eigenvalores por medio de
una serie de estadísticas las cuales nos darán información acerca de las correlaciones de corto
o largo alcance presentes en el espectro. Sin embargo, los resultados obtenidos pueden ser bas-
tante sensibles al procedimiento de unfolding empleado (en caso de ajustar un polinomio los
resultados pueden variar drásticamente dependiendo del grado del polinomio empleado).
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2.3. Medidas estadísticas de fluctuación espectral
Una estadística en RMT es una función la cual puede ser calculada a partir de una secuen-

cia de niveles. Las medidas estadísticas de fluctuación espectral describen las correlaciones
entre dos o más eigenvalores unfoldeados de los espectros de matrices aleatorias. Algunas de
las estadísticas comúnmente empleadas son la distribución de espaciamientos del vecino más
cercano (NNSD), la varianza del número de niveles Σ2 y la estadística ∆3. El NNSD describe
las correlaciones entre dos eigenvalores consecutivos por lo cual se dice que es una medida
de fluctuación espectral de corto alcance, mientras que medidas tales como Σ2 y ∆3 describen
las propiedades de correlación entre un número mayor de eigenvalores razón por la cual se les
conoce como medidas de fluctuación de largo alcance. Otras medidas para describir las fluctua-
ciones de nivel, las cuales no estudiaremos aquí, son la función de correlación espectral de n
puntosRn(x1, ..., xn), la cual describe las correlaciones entre n eigenvalores y es definida como
la distribución de probabilidad conjunta para encontrar eigenvalores en x1, . . . , xn, así como
la función de agrupamiento de n niveles Tn(x1, . . . , xn), la cual describe las correlaciones de
n nivel puras donde las correlaciones de orden más bajo han sido sustraídas. A continuación
describimos las primeras tres medidas de fluctuación espectral mencionadas anteriormente.

2.3.1. Distribución de espaciamientos del vecino más cercano (NNSD)
La distribución de espaciamientos del vecino más cercanos (NNSD, por sus siglas en in-

glés) p(s) nos muestra como fluctúan los espaciamientos entre los niveles consecutivos de
energía unfoldeados alrededor del espaciamiento promedio. La distribución p(s) es definida
como la densidad de probabilidad de que dos niveles unfoldeados adyacentes estén separados
por una distancia s. De este modo p(s)ds es la probabilidad de que s tenga un valor entre s y
s+ ds. Equivalentemente, dado un nivel de energía en ε, p(s)ds es la probabilidad de no haya
nivel en el intervalo (ε, ε+ s) y tener un nivel en (ε+ s, ε+ s+ ds).

Una vez que hemos unfoldeado el espectro de energías, para obtener la NNSD primero
calculamos los espaciamientos si entre niveles consecutivos, εi y εi+1 es decir, calculamos
si ≡ εi+1− εi, y posteriormente construimos un histograma con dichos espaciamientos. La dis-
tribución que exhiban los espaciamientos será determinada por las propiedades de correlación
entre ellos. Por ejemplo, si las posiciones de los niveles de energía no están correlacionadas, la
distribución de espaciamientos sigue una distribución de Poisson, es decir, es de la forma

p(s) = exp(−s) (2.11)

La gráfica de esta distribución se muestra en la Figura 2.4. Note que la distribución de
Poisson tiene su máximo en s = 0, indicando que los espaciamientos pequeños tienen una ma-
yor probabilidad de ocurrencia (no hay repulsión de niveles). Esta tendencia de los niveles de
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energía a estar demasiado cerca es conocida como agrupamiento de niveles. Ha sido mostrado
que los espaciamientos entre los niveles de energía de sistemas cuánticos integrables con más
de un grado de libertad (con excepción del oscilador armónico) no están correlacionados [40],
y que la distribución de espaciamientos del vecino más cercano para tales sistemas es del tipo
Poisson.

Las distribuciones de espaciamientos para los ensambles Gaussianos clásicos son muy si-
milares a las que Wigner derivó para los ensambles de matrices aleatorias de 2× 2 [5, 39], las
cuales también son mostradas en la Figura 2.4, en donde la distribución correspondiente a GOE
es la curva continua azul, para GUE es la curva punteada morada y para GSE es la curva raya-
da y punteada verde; en los tres casos tales distribuciones excluyen degeneraciones, p(0) = 0.
Además, los eigenvalores unfoldeados de una matriz aleatoria están correlacionados y tienden
a repelerse unos a otros, por lo cual los espaciamientos pequeños son poco probables. A esta
tendencia de los niveles de energía a evitar agruparse se le conoce como repulsión de niveles.
Dicha repulsión se ha encontrado en los espectros de sistemas cuánticos con dos grados de
libertad y cuyos análogos clásicos [48, 49] son fuertemente caóticos.
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Figura 2.4: Predicción teórica para la distribución de espaciamientos del vecino más cercano (NNSD)
para un sistema cuyos niveles de energía no están correlacionados (línea roja rayada) y para las distribu-
ciones de espaciamientos de los ensambles Gaussianos clásicos; GOE (línea azul continua), GUE (línea
morada punteada) y GSE (línea verde punteada y rayada).

Explícitamente, la distribución de Wigner para los espaciamientos entre eigenvalores un-
foldeados de una matriz del ensamble ortogonal Gaussiano es

p1(s) =
π

2
s exp

(
−π

4
s2
)

(2.12)

Note que cuando s → 0 la distribución anterior decrece linealmente a cero. Es por esto que
la repulsión exhibida por los eigenvalores del ensamble ortogonal Gaussiano se dice que es
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lineal. La distribución para los espaciamientos de los eigenvalores unfoldeados de una matriz
del ensamble unitario Gaussiano es

p2(s) =
32

π2
s2 exp

(
− 4

π
s2
)

(2.13)

En este caso cuando s→ 0 la distribución anterior decrece cuadráticamente a cero y es por
ello que la repulsión exhibida por los eigenvalores del ensamble unitario Gaussiano se dice que
es cuadrática. Los eigenvalores de una matriz del ensamble simpléctico Gaussiano exhiben una
repulsión cuártica, ya que poseen la siguiente distribución de espaciamientos

p4(s) =
218

36π3
s4 exp

(
− 64

9π
s2
)

(2.14)

De esta manera vemos que la diferencia entre los tres ensambles Gaussianos clásicos es
notable para espaciamientos pequeños, puesto que en este caso pβ(s) ∼ sβ , es decir, mientras
más grande sea el valor de β más fuerte será la repulsión entre los eigenvalores.

2.3.2. Varianza del número de niveles Σ2

Una de las propiedades de los espectros debida a las correlaciones entre los espaciamientos
de nivel es la rigidez espectral. Se dice que un espectro es rígido si la fluctuación del número
de niveles encontrados en un intervalo de energía de longitud dada, alrededor de su promedio
es muy pequeña. Por otra parte, si los espaciamientos entre niveles no están correlacionados se
dice entonces que el espectro es suave. De este modo el valor de la rigidez espectral reflejará
el grado de regularidad del espectro.

Una de las medidas de fluctuación espectral que cuantifican la rigidez del espectro es la
denominada varianza del número de niveles, Σ2, la cual es definida como la varianza promedio
del número de niveles, n(L), encontrados en un intervalo unfoldeado de longitud L. De esta
forma tenemos que Σ2 está dada por

Σ2(L) = 〈(n(L, ε)− 〈n(L, ε)〉)2〉
= 〈n(L, ε)2〉 − 〈n(L, ε)〉2 (2.15)

donde n(L, ε) cuenta el número de niveles en el intervalo [ε, ε + L] y 〈·〉 denota el promedio
sobre los puntos ε, es decir, indica un promedio sobre el espectro. Para una secuencia de niveles
no correlacionados, como es el caso de un espectro Poissoniano, tenemos

Σ2(L) = L (2.16)
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Así, para un espectro suave, la varianza del número de niveles Σ2 dentro de una ventana
de energías aumenta linealmente con el tamaño de la ventana. Para los ensambles Gaussianos
clásicos y para valores de L grandes, el aumento de Σ2 es menor que lineal. En estos casos Σ2

depende logarítmicamente de L en la forma:

Σ2
1(L) =

2

π2

[
log(2πL) + γ + 1− π2

8

]
(2.17)

Σ2
2(L) =

1

π2
[log(2πL) + γ − 1] (2.18)

Σ2
2(L) =

1

2π2

[
log(4πL) + γ + 1 +

π2

8

]
(2.19)

donde γ es la constante de Euler. Esta dependencia logarítmica indica que los espaciamientos
grandes y pequeños no suceden al azar sino de una manera casi alternada, reflejando la rigidez
de los espectros.

2.3.3. ∆3

Otra medida del grado de rigidez del espectro es obtenida por medio de la estadística ∆3

introducida por Dyson y Mehta [5-13]. Como vimos en la sección tal, N (ε), la función cumu-
lativa de niveles εi, tiene una forma de escalera a lo largo de una línea recta de pendiente igual a
uno cuando consideramos la totalidad del espectro unfoldeado, sin embargo, en un subinterva-
lo, [ε, ε+L], la mejor aproximación a la funciónN (ε) será, en general, una recta de pendiente
diferente a uno. La estadística ∆3 es definida, para un intervalo unfoldeado [ε, ε+ L] de longi-
tud L, como la desviación promedio de la funciónN (ε) de la mejor línea recta ajustándola por
el método de mínimos cuadrados:

∆3(L) =
1

L

〈
Min
A,B

∫ ε+L

ε

dx [N (x)− Ax−B]2
〉

(2.20)

donde 〈·〉 denota el promedio sobre los puntos ε, es decir, un promedio espectral. Para una L
dada, mientras más pequeño sea ∆3, más fuerte será la rigidez. Para un espectro suave, es decir,
no correlacionado, sin repulsión de niveles tenemos

∆3(L) = L/15 (2.21)

Para los ensambles Gaussianos clásicos, al igual que con la varianza del número de nive-
les Σ2, ∆3(L), depende logarítmicamente de L para valores grandes de L. El valor para el
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promedio de ensamble de ∆3(L) es [3-22]:

∆3,1(L) =
1

π2

[
log(2πL) + γ − 5

4
− π2

8

]
(2.22)

∆3,2(L) =
1

2π2

[
log(2πL) + γ − 5

4

]
(2.23)

∆3,4(L) =
1

4π2

[
log(4πL) + γ − 5

4
+
π2

8

]
(2.24)

donde γ es la constante de Euler. Para el oscilador armónico el resultado es

∆3 =
1

12
(2.25)

La relación entre Σ2(L) y ∆3(L) esta dada por [4-22]:

∆3(L) =
2

L4

∫ L

0

(
L3 − 2L2`+ `3

)
Σ2(`)d` (2.26)

Una forma práctica para calcular ∆3(L) sobre un intervalo dado [ε, ε + L] es la siguiente.
Definimos al centro del intervalo como nuestro origen, es decir, definimos ε̃i = εi− (α+L/2),
y entonces calculamos

∆3(L) =
n2

16
− 1

L2

[
n∑
i=1

ε̃i

]2
+

3n

2L2

[
n∑
i=1

ε̃2i

]
− 3

L4

[
n∑
i=1

ε̃2i

]2

+
1

L

[
n∑
i=1

(n− 2i+ 1)ε̃i

]
(2.27)
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Capítulo 3

Unfolding adaptado a los datos

3.1. Unfolding de ensambles de espectros mediante SVD

En este apartado consideraremos ensambles de espectros Poisson y GOE. Los espectros
serán unfoldeados en una forma adaptada a los datos aplicando Singular Value Decomposition
(SVD) al ensamble, encontrando que las fluctuaciones están caracterizadas por las siguientes
leyes de potencias

P (f) ∝ 1

fβ
(3.1)

λ(k) ∝ 1

kγ
(3.2)

Otros resultados, tales como la reconstrucción de las medidas de fluctuación tradicional (NNSD,
Σ2 y ∆3), el estudio de espectros transicionales entre los límites Poisson y GOE, y el unfolding
de espectros individuales con una variante del SVD, el Singular Spectrum Analysis (SSA), se-
rán discutidos en el siguiente apartado.

Consideremos un ensamble de m = 1, . . . ,M eigenespectros E(m)(n), cada uno de los
cuales consiste de n = 1, . . . , N niveles. Cada espectro es convenientemente acomodado en
una fila de la matriz X de dimensiones M ×N , la cual puede ahora ser interpretada como una
serie de tiempo multivariada,

X =


E(1)(1) E(1)(2) . . . E(1)(N)
E(2)(1) E(2)(2) . . . E(2)(N)

...
... . . . ...

E(M)(1) E(M)(2) . . . E(M)(N)

 (3.3)

43
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Como vimos en la sección 1.4 del Capítulo 1, SVD puede descomponer a la matriz X en la
siguiente forma

X = UΣVT =
r∑

k=1

σkûkv̂
T
k (3.4)

Así, cualquier elemento de matriz de X puede ser escrito de la siguiente manera

Xmn =
r∑

k=1

σkûkmv̂Tkn (3.5)

Una fila de la matriz o una realización particular del espectro de excitación E(m)(n) puede
entonces ser escrito como,

E(m)(n) =
r∑

k=1

σkg
(m)
k (n) (3.6)

donde g(m)
k (n) = ûkmv̂Tkn. De esta forma es posible descomponer cada espectro como la suma

de componentes de series de tiempo g(m)
k (n). Un espectro es una función monótona que tiene

una tendencia dominante, con fluctuaciones superpuestas que típicamente son órdenes de mag-
nitud más pequeñas. Consecuentemente, la variabilidad de un espectro será debida principal-
mente a sus componentes de tendencia, las cuales están caracterizadas por varianzas parciales
λk = σ2

k que son mucho más grandes que las varianzas parciales asociadas a las componentes
de fluctuación. Así, en la ecuación (1.20), podemos ser capaces de separar a la tendencia E(i)

de las fluctuaciones Ẽ(i) para cada uno de los espectros que conforman el ensamble, en una
forma adaptada a los datos, mediante

E
(m)

(n) =

nT∑
k=1

σkg
(m)
k (n) (3.7)

Ẽ(m)(n) =
r∑

k=nT+1

σkg
(m)
k (n) (3.8)

donde nT es el número de componentes a ser incluidas como tendencia.

En la Figura 3.1, son mostrados los resultados de aplicar SVD a ensambles GOE y Pois-
son con M = 100, 500, 2000 realizaciones E(m)(n), donde cada espectro contiene N = 2000
niveles. Para tomar en cuenta solo la parte central del espectro (dentro de dos desviaciones
estándar), 2.5 % de los niveles inferiores y superiores fueron descartados. Del scree diagram de
varianzas parciales ordenadas se sigue que λ1 y λ2 son órdenes de magnitud más grandes que
las otras varianzas parciales, y que ellas son responsables de la mayor parte de la varianza total
λtot, tanto en el caso de GOE como de Poisson.
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A continuación, serán presentados los resultados para tamaños de ensamble intermedios de
M = 500. Para M pequeño el rango de la ley de potencias es reducido, mientras que para
M muy grande la base {Vk, k = 1, . . . , r} puede llevar a una cola de varianzas parciales λk
insignificantemente pequeñas en el scree diagram. Sin embargo, los resultados estadísticos son
independientes de la elección particular de M . Note que los vectores Vk con k ≥ 3 correspon-
den con los modos normales de fluctuación de la referencia [50,51], los cuales fueron obtenidos
después de un paso de unfolding previo. En la presente contribución, tanto los vectores base
de la tendencia V1, V2 y los vectores base de fluctuación Vk (k ≥ 3) son obtenidos durante
el unfolding adaptado a los datos mismo. No hay diferencia formal entre los vectores base de
tendencia y fluctuación, más que los primeros se comportan monótonamente. También en [51],
fue establecido que un procedimiento de unfolding apropiado debería reflejar la escala espec-
tral la cual es relevante para las propiedades físicas en cuestión, y que tal escala no siempre
es aparente con el procedimiento de unfolding usual. En el contexto de la determinación de la
tendencia de series de tiempo no estacionarias, es sabido que sin una referencia a una escala
particular, la tendencia será confusamente mezclada con las fluctuaciones locales [52]. En la
presente contribución, las diferentes escalas de los modos de tendencia y fluctuación se siguen
directamente del scree diagram de varianzas parciales ordenadas λk.

También en la Figura 3.1, se muestran los resultados para una realización particular de un
espectro Poisson y GOE, para la densidad de niveles promedio ρ(E), las fluctuaciones Ẽ(m)(n),
y el correspondiente espectro de potencias de Fourier P (f), después de la separación adaptada
a los datos de los modos de tendencia y fluctuación descrita anteriormente. Puede ser mostrado
que en caso GOE, la densidad de niveles global ρ̃(E) ha convergido a la ley semicircular asin-
tótica. Por otra parte en el caso Poisson, la distribución Gaussiana no describe bien la densidad
de niveles global. Así, si bien una fórmula analítica es conocida para describir la densidad de
niveles global en el caso asintótico, aquí no puede ser aplicada para llevar a cabo el unfolding
de la presente matriz de dimensión finita. Por otra parte, la densidad de niveles global ρ(E)
puede ser determinada en una forma adaptada a los datos como la densidad ρ(E) de la apro-
ximación de tendencia suave E

(m)
(n) a un espectro específico de interés. Puede ser visto que

ρ(E) describe bien la densidad de niveles global tanto en el caso Poisson como GOE. Después,
en la misma figura, son mostradas las fluctuaciones de nivel Ẽ(m)(n) de un espectro Poisson
y GOE particular, de acuerdo con la ecuación (3.7), con nT = 2 componentes de tendencia
como claramente se sigue del scree diagram. Finalmente, el espectro de potencias de Fourier
es presentado para las fluctuaciones de nivel mostradas. Puede ser visto que el espectro de po-
tencias obedece la ley de potencias de la ecuación (3.1) con β = γ = 2 en el caso Poisson, y
β = γ = 1 en el caso GOE. Esta ley de potencias es incluso más aparente si el espectro de
potencias es promediado sobre todas las realizaciones m = 1, . . . ,M del ensamble. Note que
cerca de la frecuencia máxima f = N/2 (frecuencia de Nyquist), hay una desviación de la ley
de potencias, como fue descrito previamente en la referencia [53].
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Figura 3.1: Resultados del unfolding adaptado a los datos con SVD de un ensamble de m = 1 . . .M
espectros E(m)(n) con n = 1 . . . N niveles para el caso Poisson (imagen izquierda) y el caso GOE
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(imagen derecha), usando M = 100, 500, 2000 and N = 2000. En la primer fila de imágenes se
muestra el scree diagram de las varianzas parciales ordenadas λk, de las cuales λ1 y λ2 corresponden
a la tendencia E(m)

(n), mientras que λk con k = 3 . . . r corresponden a las fluctuaciones Ẽ(m)(n)
y siguen una ley de potencias λk ∝ 1/kγ con γ = 2 (Poisson) y γ = 1 (GOE). La varianza total
λtot =

∑
k λk es proporcional al tamaño del ensamble M . En la segunda fila de imágenes se muestra

la densidad de niveles ρ(E) (histograma), comparada a la densidad promedio analítica ρ(E) (línea gris
continua), y a la densidad promedio adaptada a los datos ρ(E) (línea negra punteada). En la tercera fila
se muestran las fluctuaciones Ẽ(m)(n). En la fila inferior es mostrado que el correspondiente espectro
de potencias de Fourier sigue una ley de potencias P (f) ∝ 1/fβ con β = γ = 2 (Poisson) y β = γ = 1
(GOE), mostrado para un espectro particular (curva gris) y para el promedio sobre el ensamble (curva
negra).

En la Figura 3.2 puede ser visto que los vectores base asociados V1 y V2 se comportan mo-
nótonamente. Basados en estos argumentos, puede ser concluido que los primeros dos vectores
constituyen los estados base para la tendencia E

(m)
(n) de cada una de las realizaciones del en-

samble de Poisson y GOE, ver ecuación (3.7). Por otra parte, las varianzas parciales de orden
más grande λk con 3 ≤ k ≤ r se comportan como la ley de potencias de la ecuación (3.2) con
γ ≈ 2 (Poisson) y γ ≈ 1 (GOE), tal que ya durante el procedimiento de unfolding uno puede
distinguir entre los dos casos. Los vectores Vk, asociados a las varianzas parciales de orden
más grande, oscilan, y ellos constituyen los vectores base para las fluctuaciones Ẽ(m)(n), ver
ecuación (3.8). Puede ser apreciado que mientras más grande sea el número de realizaciones
M que contiene el ensamble más grande llega a ser la varianza del ensamble λtot, y más grande
el número de componentes r en los cuales cada espectro es descompuesto.
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Figura 3.2: Los vectores Vk constituyen una base ortonormal para el ensamble X de la ecuación (1.14).
Los primeros 8 vectores Vk son mostrados, (a) para el caso Poisson, y (b) para el caso GOE. Los vectores
V1 y V2 son monótonos y sirven como una base para la tendencia E(m)

(n) de todas las realizaciones
m = 1 . . .M del ensamble. Los vectores de orden más alto Vk con k = 3 . . . r oscilan y sirven como
una base para las fluctuaciones Ẽ(m)(n).
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3.2. Unfolding de espectros individuales mediante SSA
Cuando aplicamos el SSA a un espectro de RMT entonces, de acuerdo a la ecuación

(1.26), la secuencia de energía E(i) = {Ei, . . . , EN} puede ser descompuesta como E(i) =∑L
k=1 gk(i). Así, la parte correspondiente a la tendencia,

E(i) =

nT∑
k=1

gk(i), (3.9)

es separada de la parte fluctuante,

Ẽ(i) =
L∑

k=nT+1

gk(i) (3.10)

y el número de componentes a ser incluidos en la tendencia, nT , es definido en una manera
adaptada a los datos identificando las varianzas parciales dominantes λk con k = 1, . . . , nT .
Este destendenciamiento corresponde al primer paso del procedimiento de unfolding. Ya du-
rante este paso, se verá que la parte fluctuante obedece una la ley de potencias λk ∼ 1/kγ con
k = nT+1, . . . , L, distinguiendo entre espectros suaves (γ ≈ 2) y espectros rígidos (γ ≈ 1).
Ahora, las técnicas especializadas del análisis de señales estudiadas anteriormente, pueden ser
aplicadas a la parte fluctuante Ẽ(i) para caracterizar la estadística de las fluctuaciones. Una
ventaja de usar medidas de fluctuación basadas en series de tiempo, tales como el análisis es-
pectral de Fourier o el análisis de fluctuación destendenciada (DFA), es que Ẽ(i) no necesita
ser reescalado previo al análisis, debido a que en el caso del comportamiento de ley de poten-
cias, la escala es absorbida en el offset, mientras que la información sobre las correlaciones es
codificada en el exponente de la ley de potencias, como se verá más adelante. En principio, si
uno pudiera unfoldear tanto la función escalón N (E) como la secuencia de energías E(i) de
un eigenespectro dado sin ambiguedades, las fluctuaciones obtenidas, Ñ (E) y Ẽ(i), respecti-
vamente, serían estadísticamente similares. La diferencia más importante es que las primeras
fluctuaciones están destendenciadas y reescaladas, mientras que las ultimas fluctuaciones están
solamente destendenciadas.

Las medidas de fluctuación espectral tradicionales como la distribución de espaciamientos
del vecino más cercanos (NNSD), y la estadística ∆3, requieren un reescalamiento explícito
previo de los niveles de energía. Tal reescalamiento es logrado proyectando las energías de
excitación sobre una aproximación suaveN (E) a la función de densidad cumulativa o función
escalón N (E), ver ecuación (2.7). En el presente trabajo, esta tendencia suave es obtenida en
una forma adaptada a los datos, y una vez obtenida lo que se hace es ajustar una recta entre
cada dos puntos adyacentes de la tendencia ajustada a la función escalón. Después de esto, las
energías Ei son proyectadas por medio de dichas rectas, tal como se muestra en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Gráfica de la función escalón para los primeros diez elementos de una secuencia de energías
E(i) (puntos azules), así como de los puntos correspondientes a la tendencia de la misma obtenida
mediante la aplicación del SSA a E(i) (puntos rojos). Los puntos negros corresponden a la proyección
de la función escalón N (E) sobre las rectas ajustadas entre dos puntos consecutivos correspondientes
a la tendencia. Al proyectar los puntos negros sobre el eje vertical unfoldeamos el espectro E(i) al
espectro ε(i).

A continuación mostramos los resultados de aplicar el SSA a los espectros de un ensamble
de n = 10 matrices GOE de dimensión N × N , con N = 2000. A fin de tomar en cuenta
solamente la parte central del espectro (dentro de una desviación estándar), hemos descartado
el 16 % de los niveles más bajos y también de los niveles más altos. La Figura 3.4 muestra
el diagrama de varianzas parciales λk del SSA para tres diferentes valores de la dimensión
de encajamiento, a saber, L = N/20, N/4, N/2. En los tres casos, las primeras dos varianzas
parciales más grandes,λ1 y λ2, se apartan notablemente del resto. Estas varianzas parciales co-
rresponden a las componentes reconstruidas gk(i) que poseen la mayoría (> 99.99 %) de la
varianza de la serie de tiempo generalizada original E(i). Las componentes anteriores, por lo
tanto, constituyen la tendencia (comportamiento promedio) de la secuencia de energíasE(i). El
resto de las varianzas parciales λk (k = 3, ..., L) se comportan siguiendo una ley de potencias
caracterizada por el exponente γ ≈ 1. La suma de las componentes reconstruidas correspon-
dientes a estas varianzas parciales más pequeños constituyen las fluctuaciones locales de los
niveles de energía alrededor de la tendencia. Así, la secuencia de energías E(i) ha sido des-
compuesta en una parte global E(i) y una parte localmente fluctuante Ẽ(i), de acuerdo a las
ecuaciones (3.9) y (3.10).

Es notable que el número de componentes a ser incluidas en la tendencia, nT , así como γ,
no dependen del valor de L. Para un valor de L muy grande (L ≈ N/2) la descomposición in-
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cluye un gran número de varianzas parciales insignificantemente pequeñas, mientras que para
L muy pequeño (L ≈ N/20), el rango sobre el cual el comportamiento de ley de potencias es
observado se reduce. Elegiremos un valor de L intermedio, a saber L = N/4. En la Figura 3.5,
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Figura 3.4: Diagrama de varianzas parciales λk
obtenidos al aplicar el SSA a los espectros de un
ensamble de n = 10 matrices GOE de dimen-
sión N × N (N = 2000). Las varianzas parcia-
les λ1 y λ2 indican que las componentes recons-
truidas g1(i) y g2(i) corresponden a la tendencia
de la secuencia de energías E(i). El resto de va-
rianzas parciales λk (k = 3, ..., L) siguen una
ley de potencias con exponente γ ≈ 1, indepen-
dientemente de la dimensión de encajamiento L.
Para facilitar la comparación de los resultados,
los cuales corresponden a promedios sobre el en-
samble, las gráficas para cada valor de L, han si-
do recorridas verticalmente.
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Figura 3.5: Espectro de potencias de la serie de
fluctuaciones (secuencia de energías destenden-
ciada) Ẽ(i), correspondiente al mismo ensamble
de matrices GOE descrito anteriormente. El es-
pectro sigue una ley de potencias caracterizada
por el exponente β ≈ γ ≈ 1, cuando nT = 2, 3
o 10 describen la tendencia. El espectro azul co-
rresponde al espectro de una sola matriz mientras
que el espectro negro corresponde al promedio
sobre el ensamble. Para facilitar la comparación
de los resultados, las gráficas para cada valor de
nT , han sido recorridas verticalmente.

es mostrado el espectro de potencias de Fourier de la serie de fluctuaciones Ẽ(i) para el mis-
mo ensamble de matrices GOE. Los resultados son mostrados para nT = 1, 2, 3 y 10. Lo que
podemos observar es que cuando incluimos dos o más componentes en la tendencia, la serie de
fluctuaciones corresponde con ruido 1/f caracterizado por β ≈ 1, independientemente del va-
lor de nT . Solamente el rango sobre el cual la ley de potencias es observada disminuye cuando
más componentes son incluidas en la tendencia. En la Figura 3.6 se muestran los resultados
del análisis DFA del ensamble de matrices GOE. Recordemos que el DFA estudia la desvia-
ción estándar promedio F (`) alrededor de una tendencia lineal local, en función de una cierta
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escala o ventana de observación `. Se sabe que para GOE, F (`) obedece una ley de potencias,
es decir, F (`) ∼ `α, con α = 1. En la imagen se muestran resultados de aplicar el DFA a la
serie de fluctuaciones Ẽ(i) con nT = 1, 2, 3 y 10 componentes incluidas en la tendencia. Para
nT ≥ 2 vemos de nuevo que las fluctuaciones se comportan como ruido 1/f (α ≈ 1) y que el
rango sobre el cual la ley de potencias es observada disminuye cuando más componentes son
incluidas en la tendencia. En la Figura 3.7 mostramos la distribución de espaciamientos del
vecino más cercano (NNSD) para el ensamble de matrices GOE. La distribución de Wigner,
ecuación 2.12, es obtenida para este caso.
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Figura 3.6: Resultados de aplicar el Análisis de
Fluctuación Destendenciada (DFA) a la serie de
fluctuaciones (secuencia de energías destenden-
ciada) Ẽ(i) del ensamble de matrices GOE. Se
observa un comportamiento de ley de potencias
con α ≈ 1 para nT = 2, 3 ó 10. Para facilitar la
comparación de los resultados, los cuales corres-
ponden a promedios sobre el ensamble, las grá-
ficas para cada valor de nT , han sido recorridas
verticalmente.

L = N�4
nT = 2

0 1 2 3 4
0.

0.5

1.

s

PH
sL

Figura 3.7: Distribución de espaciamientos del
vecino más cercano (NNSD) del ensamble de
matrices GOE, calculada a partir de los espacia-
mientos destendenciados (espaciamientos de la
serie de energías destendenciada) y reescalados
(es decir, mapeados sobre la interpolación lineal
de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energías original). El histogra-
ma mostrado sigue una distribución de Wigner
(línea azul continua) y corresponde a nT = 2.
Los resultados corresponden a promedios sobre
el ensamble.

A continuación se describen los resultados de aplicar el SSA a los espectros de un ensamble
de n = 10 matrices GDE de dimensión N × N , donde N = 2000. El diagrama de varianzas
parciales λk de la Figura 3.8 muestra también que las varianzas parciales más grandes, λ1 y λ2,
se destacan del resto, y en consecuencia, las componentes reconstruidas gk(i), correspondien-
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tes a estas varianzas parciales, describen el comportamiento global de la secuencia de energías
E(i). Aquellas varianzas parciales que no forman parte de la tendencia λk (k = 3, ..., L), al
igual que en el caso de GOE, también siguen una ley de potencias pero caracterizada por γ ≈ 2.
La Figura 3.9 muestra el correspondiente espectro de potencias de Fourier. Aquí podemos ver
que tanto la tendencia como la serie de fluctuaciones Ẽ(i) corresponden con un espectro de
potencias Browniano (β ≈ 2) y que de nuevo, ningún cambio apreciable, más que en el rango
de escalamiento, es observado cuando el parámetro nT es variado. Los resultados del análisis
DFA mostrados en la Figura 3.10, nos dicen que F (`) también sigue una ley de potencias,
independientemente del número de componentes incluidas en la tendencia, pero caracterizada
ahora por α = 1.5, lo cual confirma el comportamiento cercano al ruido Browniano de las
fluctuaciones. Finalmente la Figura 3.11 muestra la distribución de espaciamientos del vecino
más cercano obtenida. Dicho histograma corresponde a una distribución de Poisson, ecuación
(2.11).

L

N�20

N�4

N�2

Γ

2.01

1.99

2.05

0 1 2 3
-4

0

4

8

12

16

20

Log10 i

L
og

10
Λ
Hi
L

Figura 3.8: Diagrama de varianzas parciales λk
obtenidos al aplicar el SSA a los espectros de un
ensamble de n = 10 matrices GDE de dimensión
N ×N , donde N = 2000. Las varianzas parcia-
les λ1 y λ2 indican que las componentes recons-
truidas g1(i) y g2(i) corresponden a la tendencia
de la secuencia de energías E(i). El resto de va-
rianzas parciales λk (k = 3, ..., L) siguen una
ley de potencias con exponente γ ≈ 2, indepen-
dientemente de la dimensión de encajamiento L.
Los resultados corresponden a promedios sobre
el ensamble
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Figura 3.9: Espectro de potencias de la serie de
fluctuaciones Ẽ(i), correspondiente al ensamble
de matrices GDE. El espectro sigue una ley de
potencias caracterizada por el exponente β ≈
γ ≈ 2, sin importar el numero de componen-
tes nT a ser incluidas en la tendencia. El espec-
tro azul corresponde al espectro de una sola ma-
triz mientras que el espectro negro corresponde
al promedio sobre el ensamble.
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Figura 3.10: Resultados de aplicar el Análisis
de Fluctuación Destendenciada (DFA) a la serie
de fluctuaciones Ẽ(i) del ensamble de matrices
GDE. Se observa un comportamiento de ley de
potencias con α ≈ 1,5 para nT = 2, 3. Los re-
sultados corresponden a promedios sobre el en-
samble.
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Figura 3.11: Distribución de espaciamientos del
vecino más cercano (NNSD) del ensamble de
matrices GDE, calculada a partir de los espacia-
mientos destendenciados y reescalados. El histo-
grama muestra una distribución de Poisson (línea
roja rayada) y corresponde a nT = 2. Los resul-
tados corresponden a promedios sobre el ensam-
ble.
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3.2.1. Interpolación entre ensambles Gaussianos clásicos
La amplia aplicabilidad de los resultados derivados para los ensambles de matrices alea-

torias a problemas físicos aparentemente no conectados con ellos, justifica también el interés
en ensambles que interpolan entre los ensambles Gaussianos. En este apartado aplicaremos el
SSA a diferentes modelos que, dependiendo del valor de ciertos parámetros, consiguen des-
cribir las estadísticas de interés en situaciones intermedias entre los ensambles Gaussianos
clásicos anteriormente vistos.

Interpolación entre GDE y GOE

Comenzamos con un modelo propuesto en 1984 por T. H. Seligman et. al. [54] y que inter-
pola entre la estadística de Poisson y la estadística de GOE. Se trata de un modelo de matrices
aleatorias definido como un ensamble ortogonal Gaussiano cuyos elementos de matriz Mij ,
son modificados por el factor e−(i−j)2/ε2 . Podemos ver que los elementos diagonales no son
afectados por dicho factor y que cuando ε = 0 obtenemos la estadística de Poisson, puesto que
la matriz resultante es diagonal. Cuando ε→∞ obtenemos la estadística de GOE. De esta ma-
nera al tomar, 0 < ε < ∞, logramos una interpolación entre ambos casos límite y obtenemos
las correspondientes estadísticas intermedias.

En la Figura 3.12 mostramos los diagramas de las varianzas parciales λk obtenidos al apli-
car el SSA a los espectros de un ensamble de n = 10 matrices de dimension N = 2000, y
cada uno con un diferente valor del parámetro ε, a saber, ε = 0.1, 25, 100, 200 y 700. De nue-
vo, solamente tomamos en cuenta la parte central del espectro y descartamos el 16 % de los
niveles de energía más bajos y más altos. El diagrama de varianzas parciales λk es calculado
para una dimensión de encajamiento L = N/4. Podemos observar que, en todos los casos,
las dos varianzas parciales más grandes λk (k = 1, 2) se separan notablemente del resto. Así,
como hemos señalado anteriormente, las correspondientes componentes reconstruidas gk(i)
(k = 1, 2), constituyen la tendencia de la secuencia de energías E(i). Las varianzas parciales
restantes λk (k = 3, ..., L) siguen una ley de potencias cuyo exponente γ varía en función del
parámetro ε, tomando valores que varían entre γ ≈ 2 (ε = 0.1) y γ ≈ 1 (ε = 700), logrando así
una interpolación entre la estadística de Poisson y la estadística de Wigner, respectivamente.
En la Figura 3.13 se muestra el espectro de potencias de Fourier1 de la serie de fluctuaciones
(secuencia de energías destendenciada), Ẽ(i), correspondiente a cada uno de los ensambles
descritos anteriormente. Para ε = 0.5 las fluctuaciones corresponden con la estadística de Pois-
son, ya que poseen un espectro de potencias Browniano (β ≈ 2). Por otra parte, en el caso
de ε = 700, la serie de fluctuaciones se aproxima al ruido 1/f (β ≈ 1), correspondiendo a la
estadística de GOE. Un valor de β = 1.54 se obtiene para ε = 25. Notemos que los valores del

1Debido a que en el siguiente apartado estudiaremos el así llamado ensamble β-Hermite, de aquí en adelante
denotaremos al exponente de la densidad espectral β como β′
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exponente β y los del exponente γ para cada uno de los valores de ε son muy similares. En la
Figura 3.14 mostramos los resultados del análisis DFA de la serie de fluctuaciones, Ẽ(i), para
los diferentes ensambles. Para ε = 0.1 el comportamiento de las fluctuaciones es cercano al
ruido Browniano (α ≈ 1.5), mientras que para ε = 700 las fluctuaciones se comportan como
ruido 1/f (α ≈ 1). En el Cuadro 3.1 se muestran los resultados, para un rango más amplio de
valores del parámetro ε, del exponente γ de la ley de potencias exhibida por las varianzas par-
ciales del SSA, del exponente β calculado directamente del espectro de potencias de Fourier,
al cual ahora denominamos βPS y del exponente βDFA. La gráfica de estos datos se muestra en
la Figura 3.15. En la figura 3.16 mostramos la distribución de espaciamientos del vecino más
cercano (NNSD), calculada a partir de los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de
la serie de energías destendenciada) y reescalados (es decir, mapeados sobre la interpolación
lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a la secuencia de energías original, véase
Sección 3.2), para ε = 0.1, 25, 100, 200, 700, 1000, 2000 y 10000. De acuerdo a estos histogra-
mas podemos observar una interpolación completa entre la distribución de Poisson (ε = 0.1) y
la distribución de Wigner para un valor de ε ≥ 100.
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Figura 3.12: Diagramas de varianzas parciales λk (k = 1, ..., L) obtenidos al aplicar el SSA a los
espectros de un ensamble de n = 10 matrices de dimension N × N , (N = 2000) para diferentes
valores del parámetro ε. En todos los casos λ1 y λ2 se apartan notablemente del resto de varianzas
parciales indicando que las respectivas componentes constituyen la tendencia de la secuencia de energías
E(i). Cuando k = 3, ..., L, λk sigue una ley de potencias caracterizada por el exponente γ. Al variar ε
conseguimos una interpolación entre la estadística de Poisson (γ ≈ 2) y la estadística de GOE (γ ≈ 1).
Para facilitar la comparación de los resultados, los cuales corresponden a promedios sobre el ensamble,
las gráficas para cada valor de ε han sido recorridas verticalmente.
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Figura 3.13: Espectro de potencias de la serie
de fluctuaciones (secuencia de energías desten-
denciada) Ẽ(i) en función del parámetro ε. Se
observa un escalamiento de ley de potencias ca-
racterizado por β. Los valores de β son muy si-
milares a los resultados obtenidos para γ, y por lo
tanto también describen una interpolación entre
la estadística de Poisson (β ≈ 2) y la de GOE
(β ≈ 1). Para facilitar la comparación de los
resultados, los cuales corresponden a promedios
sobre el ensamble, las gráficas para cada valor de
ε han sido recorridas verticalmente.
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Figura 3.14: Resultados de aplicar el Análisis
de Fluctuación Destendenciada (DFA) a la serie
de fluctuaciones (secuencia de energías desten-
denciada) Ẽ(i) para distintos valores del pará-
metro ε. Los valores de α varían entre α ≈ 1.5
(ruido Browniano) para ε = 0.1 y α ≈ 1 (rui-
do 1/f ) para ε = 700. Utilizando la relación
βDFA = 1 − 2α, podemos ver en el Cuadro 3.1
que los resultados de βDFA concuerdan con los
valores encontrados para γ y βPS . Para facilitar
la comparación de los resultados, los cuales co-
rresponden a promedios sobre el ensamble, las
gráficas para cada valor de ε han sido recorridas
verticalmente.
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ε γ βPS βDFA
0.1 2.01 1.97 1.97
25 1.54 1.61 1.53
100 1.37 1.39 1.31
200 1.24 1.25 1.21
400 1.18 1.16 1.14
700 1.11 1.11 1.15
1000 1.11 1.17 1.12
2000 1.12 1.13 1.17
10000 1.10 1.12 1.12

Cuadro 3.1: Valores de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energías
destendenciada) Ẽ(i); γ, βPS y βDFA en función del parámetro ε. Los resultados corresponden a pro-
medios sobre el ensamble. La gráfica de estos datos se muestra en la Figura 3.15.
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Figura 3.15: Gráfica de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energías
destendenciada) Ẽ(i); γ (línea morada continua), βPS (línea azul rayada) y βDFA (línea roja punteada)
en función del parámetro ε. Los resultados corresponden a promedios sobre el ensamble.
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Figura 3.16: Distribución de espaciamientos del vecino más cercano (NNSD), calculada a partir de
los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de la serie de energías destendenciada) y reesca-
lados (es decir, mapeados sobre la interpolación lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energías original). Los histogramas muestran una interpolación entre la estadística de
Poisson (línea roja rayada) y la estadística GOE (línea azul continua). De acuerdo a estos histogramas
una interpolación entre espectros GDE y Poissonianos se logra para un valor de ε ≥ 100, sin embargo
en la Figura 3.17 es mostrado que en realidad no es así. Los resultados corresponden a promedios sobre
el ensamble.
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Figura 3.17: Interpolación entre espectros Poisson y GOE al variar el parámetro ε del modelo propuesto
por T. H. Seligman et. al. [54] Una interpolación completa (de acuerdo a la Figura 2.1) desde un espectro
GDE a uno GOE se logra para valores muy grande de ε (ε ≈ 10000).

Ensamble Beta-Hermite

El ensamble β-Hermite, definido por Dumitriu y Edelman [55], es un continuo de ensam-
bles los cuales amplían a los ensambles Gaussianos clásicos estudiados previamente. El en-
samble β-Hermite es un ensamble de familias de matrices aleatorias tridiagonales simétricas y
reales. Su distribución de eigenvalores es idéntica a aquellas de el GDE, el GOE, el GUE y el
GSE para β = 0, 1, 2, 4, respectivamente, por lo tanto, las características de las fluctuaciones de
este ensamble coinciden con aquellas de un ensamble Poissoniano y los ensambles Gaussianos
clásicos, para los correspondientes valores de β. De esta forma, al tomar valores intermedios de
β, entre los mencionados anteriormente, es posible estudiar la interpolación entre los diversos
ensambles. La Figura 3.18 muestra los espectros obtenidos mediante este ensamble.
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Figura 3.18: Espectros de energía de acuerdo al ensamble Beta-Hermite. Espectro Poissoniano (β =
0.0001), espectro GOE (β = 1), espectro GUE (β = 2) y espectro GSE (β = 4). Note la similitud de
estos resultados con los mostrados en la Figura 2.1. Los espectros corresponden a promedios sobre un
ensamble de n = 10 matrices.

Una matriz aleatoria de N × N del ensamble β-Hermite es definida como:

MN,β =



H11 H12/
√

2 0 · 0 0 0

H12/
√

2 H22 H23/
√

2 · 0 0 0

0 H23/
√

2 H33 · 0 0 0
· · · · · · ·
0 0 0 · HN−2,N−2 HN−2,N−1/

√
2 0

0 0 0 · HN−2,N−1/
√

2 HN−1,N−1 HN−1,N/
√

2

0 0 0 · 0 HN−1,N/
√

2 HNN



Los 2N − 1 elementos de matriz distintos son variables aleatorias independientes. Los
elementos diagonales, Hii (i = 1, ..., N), son variables aleatorias con una distribución Gaus-
siana de promedio cero y varianza igual a uno. Los elementos fuera de la diagonal, Hj,j+1

(j = 1, ..., N − 1), tienen una distribución χ con jβ grados de libertad. En algunas ocasiones
se suele multiplicar la matriz anterior por algún factor de escala σ, el cual hemos tomado a ser
igual a uno. A continuación mostramos los resultados de aplicar el SSA a los espectros de un
ensamble de n = 10 matrices de dimension N × N , (N = 2000) para diferentes valores del
parámetro β.
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Figura 3.19: Interpolación entre los espectros Poisson y GOE al variar el parámetro β del ensamble
β−Hermite propuesto por Dumitriu y Edelman [55].
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Figura 3.20: Diagramas de varianzas parciales λk (k = 1, ..., L) obtenidos al aplicar el SSA a los
espectros de un ensamble de n = 10 matrices de dimensionN×N , (N = 2000) para diferentes valores
del parámetro β. En todos los casos λ1 y λ2 se apartan notablemente del resto de varianzas parciales
indicando que las respectivas componentes constituyen la tendencia de la secuencia de energías E(i).
Cuando k = 3, ..., L, λk sigue una ley de potencias caracterizada por el exponente γ. Al variar β
conseguimos una interpolación entre la estadística de Poisson (γ ≈ 2) y la estadística de GOE (γ ≈ 1).
Para facilitar la comparación de los resultados, los cuales corresponden a promedios sobre el ensamble,
las gráficas para cada valor de β han sido recorridas verticalmente.
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Figura 3.21: Resultados de aplicar el análisis
de fluctuación destendenciada (DFA) a la serie
de fluctuaciones (secuencia de energías desten-
denciada) Ẽ(i) para distintos valores del pará-
metro β. Los valores de α varían entre α ≈ 1.5
(ruido Browniano) para β = 0.0001 y α ≈ 1
(ruido 1/f ) para β = 1. Utilizando la relación
β′DFA = 1−2α, podemos ver en el Cuadro 3.2.1
que los resultados de β′DFA concuerdan con los
valores encontrados para γ y β′PS . Para facilitar
la comparación de los resultados, los cuales co-
rresponden a promedios sobre el ensamble, las
gráficas para cada valor de β han sido recorridas
verticalmente.
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Figura 3.22: Espectro de potencias de la serie
de fluctuaciones (secuencia de energías desten-
denciada) Ẽ(i) en función del parámetro β. Se
observa un escalamiento de ley de potencias ca-
racterizado por β′. Los valores de β′ describen
una interpolación entre la estadística de Poisson
(β′ ≈ 2) y la de GOE (β′ ≈ 1). Para facilitar
la comparación de los resultados, los cuales co-
rresponden a promedios sobre el ensamble, las
gráficas para cada valor de β han sido recorridas
verticalmente.
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Figura 3.23: Distribución de espaciamientos del vecino más cercano (NNSD), calculada a partir de
los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de la serie de energías destendenciada) y reesca-
lados (es decir, mapeados sobre la interpolación lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energías original). Los histogramas muestran una interpolación entre la estadística de
Poisson (línea roja rayada) y la estadística GOE (línea azul continua). Los resultados corresponden a
promedios sobre el ensamble.
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β γ β′PS β′DFA
0.0001 2.02 1.97 1.97
0.02 1.82 1.81 1.85
0.06 1.63 1.63 1.72
0.12 1.51 1.53 1.60
0.25 1.31 1.35 1.38
0.4 1.22 1.19 1.29
0.55 1.15 1.15 1.23
0.75 1.13 1.11 1.20
1 1.10 1.10 1.13
1.5 1.04 1.11 1.07
2 1.02 1.06 1.03
3 1.02 1.10 1.00
4 1.00 1.08 0.99

Cuadro 3.2: Valores de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energías
destendenciada) Ẽ(i); γ, β′PS y β′DFA en función del parámetro β. Los resultados corresponden a
promedios sobre el ensamble. La gráfica de estos datos se muestra en la Figura 3.24.
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Figura 3.24: Gráfica de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energías
destendenciada) Ẽ(i); γ (línea morada continua), β′PS (línea azul rayada) y β′DFA (línea roja punteada)
en función del parámetro β. Los resultados corresponden a promedios sobre el ensamble.
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Figura 3.25: Distribución de espaciamientos del vecino más cercano (NNSD), calculada a partir de
los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de la serie de energías destendenciada) y reesca-
lados (es decir, mapeados sobre la interpolación lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energías original). Los histogramas muestran una interpolación entre la estadística de
Poisson (línea roja rayada) y la estadística GOE (línea azul continua). Los resultados corresponden a
promedios sobre el ensamble.



Conclusiones y perspectivas

En la presente contribución hemos sugerido interpretar un eigenespectro matricial directa-
mente como una serie de tiempo, y aplicar técnicas del análisis de señales para llevar a cabo
el procedimiento de unfolding de separación de componentes de tendencia y fluctuación en
una forma adaptada a los datos. Propusimos un método particular basado en Singular Value
Decomposition (SVD) con el cual este unfolding puede ser realizado. Aplicamos el método a
ensambles de espectros Poisson y GOE. Ya durante el procedimiento de unfolding, una ley de
potencia es obtenida para las fluctuaciones, la cual distingue entre el caso Poisson y GOE.

El empleo del método de análisis de series de tiempo adaptado a los datos SSA, también
permitió separar, sin lugar a ambigüedad, el comportamiento global E(i) de las fluctuacio-
nes locales Ẽ(i). Los resultados no dependen de los dos parámetros del método, a saber, la
dimensión de encajamiento L y el número de componentes en la tendencia nT . Los eigenva-
lores del SSA (varianzas parciales), asociados a las fluctuaciones, siguen una ley de potencias
que caracteriza el tipo de estadística de los espectros de excitación cuánticos. Las componen-
tes correspondientes a estas fluctuaciones pueden ser usadas para reconstruir las medidas de
fluctuación acostumbradas, lo cual corrobora que el unfolding realizado es correcto. De esta
manera, el método que hemos empleado considera en una forma auto-consistente los dos as-
pectos del unfolding, la destendenciación y el reescalamiento.

El unfolding adaptado a los datos mostrado aquí es lo suficientemente general para ser
aplicable no sólo a espectros de otros sistemas cuánticos, sino también a eigenespectros de
matrices de adyacencia de redes y eigenespectros de matrices de correlación en las finanzas, el
clima, EEG, etc. Estos últimos temas siendo de interés actual.
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Apéndice A

Principal Component Analysis (PCA)

El análisis de componentes principales (PCA, por sus siglas en inglés) es un método esta-
dístico no paramétrico usado en el análisis y visualización de datos complejos (multivariables),
cuyo objetivo principal es identificar y extraer patrones espaciales presentes en los mismos, así
como también reducir su dimensión. El PCA ha sido aplicado en diversos campos tales como
el reconocimiento facial, la neurociencia, la compresión de imágenes, entre otros.

La forma en que el PCA cumple su objetivo es mediante la búsqueda de una nueva base
para representar los datos, la cual es una combinación lineal de la base original, es decir, una
rotación de la misma. Puesto que el PCA asume que las direcciones que contienen la dinámica
de interés, son aquellas con las varianzas más grandes, esta nueva base se construye con los
eigenvectores de la matriz de covarianza del conjunto de datos, ordenados en función de sus
eigenvalores, del más grande al más pequeño. A estos eigenvectores se les conoce como com-
ponentes principales. Los eigenvalores son iguales a la varianza de los datos a lo largo de las
componentes principales. Una vez conocidas las componentes principales, el PCA simplifica
las relaciones entre los datos al reexpresarlos en términos de estas (las componentes principales
forman una nueva base sobre la cual se proyectan los datos) y adicionalmente, si así es reque-
rido, reduce la dimensión de los mismos al seleccionar solamente algunas de las componentes
principales, generalmente aquellas con las varianzas más grandes, para su representación. Es
así como el PCA permite analizar y simplificar conjuntos de datos complejos. A continuación
se describen los detalles de aplicar el PCA a un conjunto de datos bidimensional.

Supongamos que en determinado sistema se efectúan diez mediciones de dos diferentes
tipos de variables, x1 y x2. Con los resultados de estas mediciones se forma una matriz X de
dimensiones 2 × 10, tal como se muestra en la ecuación (A.1), donde cada fila corresponde a
todas las mediciones de un cierto tipo particular o variable y cada columna corresponde con
los resultados obtenidos en una cierta prueba experimental, o un determinado momento en el
tiempo, para cada una de las variables. La gráfica de estos datos se muestra en la Figura A.1.
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X =

(
0 0.39 0.81 1.20 1.36 1.57 1.70 1.77 1.99 2.05
0 0.91 1.17 1.46 2.09 2.50 2.59 2.79 2.89 3.18

)
(A.1)
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Figura A.1: Gráfica del conjunto de datos X, ecuación (A.1). Los datos corresponden a diez mediciones
hipotéticas efectuadas sobre dos variables diferentes x1 y x2, de un cierto sistema.

Los pasos para efectuar el PCA del conjunto de datos X son:

Paso 1. Se calcula la matriz de covarianza de X. La covarianza mide el grado de relación lineal
que existe entre dos variables. Si se calcula la covarianza de una variable consigo misma
se obtiene su varianza. En general, la covarianza entre dos variables x1 y x2, donde cada
una de ellas cuenta con n elementos, esta dada por

cov(x1, x2) =

∑n
j=1(x1j − x̄1)(x2j − x̄2)

n− 1
(A.2)

donde xij , para i = 1, 2 es el j-ésimo elemento de la variable i, mientras que x̄i es su
correspondiente valor promedio. Si el valor de la covarianza es positivo significa que las
variables están positivamente correlacionadas, es decir, ambas variables se incrementan
o decrementan al mismo tiempo. Si el valor de la covarianza es negativo significa que las
variables están negativamente correlacionadas, es decir, cuando una variable aumenta la
otra disminuye. En cualesquiera de estos dos casos es posible predecir, hasta cierto gra-
do, el valor de una variable a partir de la otra, lo cual indica que existe redundancia en
nuestras mediciones. Si la covarianza es igual a cero significa que las variables no están
correlacionadas, es decir, las variables son independientes y, por lo tanto, no es posible
predecir una a partir de la otra.
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Se pueden disponer los valores obtenidos al calcular la covarianza entre las diferentes va-
riables en un arreglo matricial conocido como matriz de covarianza, C. Los valores en la
diagonal de esta matriz serán iguales al valor de la varianza de cada una de las variables.
Dicha matriz es cuadrada y además simétrica puesto que cov(x1, x2) = cov(x2, x1). En
el ejemplo, puesto que el conjunto de datos es bidimensional, la matriz de covarianza de
X, ecuación (A.1), denotada como CX, es una matriz de 2× 2, dada por

CX =

(
cov(x1, x1) cov(x1, x2)
cov(x2, x1) cov(x2, x2)

)
(A.3)

Efectuando las operaciones correspondientes se obtiene

CX =

(
0.47 0.70
0.70 1.06

)
(A.4)

Paso 2. Se calculan los eigenvalores λi, y los eigenvectores ortonormales p̂i, de la matriz de
covarianza CX

1, para i = 1, 2. Los eigenvectores p̂i son conocidos como las componen-
tes principales (PC’s, por sus siglas en inglés) del conjunto de datos X. Se ordenan las
componentes principales p̂i de acuerdo a la magnitud de su correspondiente eigenvalor
λi (varianza), del más grande al más pequeño, y los disponemos como las filas de una
matriz P2. De esta manera, la primera fila de la matriz P será la componente principal
p̂1 cuya varianza λ1 sea aquella con el valor más grande y así sucesivamente. Los eigen-
valores (varianzas) de CX, son: λ1 = 1.526 y λ2 = 0.009, mientras que la matriz P está
dada por

P =

(
0.55 0.83
-0.83 0.55

)
(A.5)

Como se puede ver en la Figura A.2, las componentes principales p̂i proporcionan infor-
mación acerca de los patrones espaciales presentes en el conjunto de datos X, al extraer
las direcciones que lo caracterizan, es decir, las direcciones donde la varianza de los da-
tos es máxima. Por ejemplo, note que la varianza en X, se maximiza a lo largo de la
dirección de la componente principal p̂1, siendo ésta la relación más significante entre
las variables del conjunto de datos.

Paso 3. Se obtiene una nueva representación del conjunto de datos X, al expresarlo en tér-
minos de las direcciones principales p̂i, es decir, se calcula Y = PX. En el ejemplo

1CX es una matriz positiva definida y por lo tanto sus eigenvalores son positivos y sus eigenvectores son
ortogonales.

2Note que la matriz P es ortogonal puesto que su inversa P−1, es igual a su transpuesta PT , tal que PTP =
PPT = I, donde I, es la matriz identidad.
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Figura A.2: Gráfica del conjunto de datos X, ecuación (A.1), junto con las direcciones de las compo-
nentes principales p̂1 y p̂2. La dirección de p̂1 corresponde a aquella donde los datos exhiben la máxima
varianza, λ1 = 1.526, mientras que la varianza correspondiente a la dirección de p̂2 es λ2 = 0.09.

estudiado se tiene

Y =

(
0 0.98 1.42 1.88 2.49 2.95 3.10 3.30 3.51 3.78
0 0.18 -0.03 -0.19 0.03 0.08 0.02 0.07 -0.06 0.05

)
(A.6)

La gráfica de este nuevo conjunto de datos es mostrada en la Figura A.3. Note que la
matriz de covarianza de Y, es una matriz diagonal, CY = PCXPT , puesto que la co-
varianza entre cada una de las nuevas variables es igual a cero, y por lo tanto, el nuevo
conjunto de datos Y, es no correlacionado. Los valores en la diagonal de CY correspon-
den con los de las varianzas encontradas anteriormente y así se obtiene que

CY =

(
1.526 0

0 0.009

)
(A.7)

Hasta aquí, no se ha hecho más que un cambio de base, donde las componentes principa-
les p̂i, constituyen el nuevo conjunto de vectores ortonormales sobre el cual se proyecta
el conjunto de datos X. Sin embargo, ahora también se puede reducir las dimensiones de
X, al ignorar las componentes principales menos significantes, es decir, aquellas cuyas
varianzas sean muy pequeñas en comparación con el resto. El número de componentes
principales que se decida conservar en P será igual a la dimensión del nuevo conjunto de
datos resultante. Típicamente la elección de las componentes principales p̂i significantes
está basada sobre la varianza relativa de las mismas. Siguiendo con el ejemplo, supon-
ga que solamente se desea conservar a la primer componente principal, entonces P será
igual al vector fila p1.

P =
(

0.55 0.83
)

(A.8)
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Figura A.3: Gráfica de Y = PX, ecuación (A.6). P actúa como una rotación la cual alinea al eje x1
con el eje de máxima varianza p1.

En este caso, al efectuar Y = PX, se obtiene el siguiente conjunto de datos unidimen-
sional

Y =
(

0 0.98 1.42 1.88 2.49 2.95 3.10 3.30 3.51 3.78
)

(A.9)

La Figura A.4 muestra la gráfica de Y. De esta forma no solamente se ha reexpresado el
conjunto de datos original X en términos de una nueva base, la cual obtenemos intrín-
secamente de los datos al identificar las direcciones de máxima variación de éstos, sino
que además, la cuantificación de la importancia de tales direcciones nos ha permitido
reducir la dimensión de los datos. Si bien el ejemplo ilustrado aquí es muy sencillo, es
en el estudio de conjuntos de datos de dimensiones mucho más grandes donde el PCA
muestra ser una herramienta bastante útil para su caracterización.

En algunas aplicaciones del PCA, tales como la compresión de datos, es imprescindible obtener
de nuevo el conjunto de datos X. Para conseguir esto simplemente se debe multiplicar la inversa
de P por el nuevo conjunto de datos Y que se ha obtenido. Puesto que P es ortogonal, y por
lo tanto P−1 = PT , se tiene

X̃ = PTY (A.10)

donde X̃ es un nuevo conjunto de datos, el cual depende del número de componentes principa-
les que se haya elegido conservar. En el caso de que se decida conservar todas las componentes
principales para formar la matriz P, al aplicar la transformación inversa, ecuación (A.10), sim-
plemente se obtendrá de nuevo a X. Si solo se conservan algunas componentes entonces el
resultado será un nuevo conjunto de datos que se aproximará al original tanto como número de
componentes se haya elegido conservar. Siguiendo con el ejemplo, si solamente se conserva la
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Figura A.4: Gráfica de Y = PX, ecuación (A.9). La matriz P es igual al vector fila û1, es decir, se ha
proyectado X solo a lo largo de la componente principal con la varianza más grande y además reducido
su dimensión.

primer componente principal para formar la matriz P, como es el caso en la ecuación (A.8),
entonces, al aplicar (A.10), se obtiene

X̃ =

(
−1.6 −1.0 −0.7 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.7 1.0 1.2
−1.6 −1.0 −0.7 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.7 1.0 1.2

)
(A.11)

La gráfica de X̃ se muestra en la figura A.5. Comparando este resultado con la Figura A.2
es posible notar como únicamente la variación a lo largo de la componente principal p1 ha
sido preservada, mientras que la variación a lo largo de p2 ha sido eliminada. Así, al excluir
algunas componentes principales se pierde información de los datos originales, pero si las co-
rrespondientes varianzas son relativamente pequeñas, la información pérdida entonces no es
demasiada. En su lugar, se consigue reducir la dimensión de los datos y con ello estar en posi-
bilidades de visualizar más claramente las relaciones entre los mismos.
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Figura A.5: Gráfica de X̃, ecuación (A.11). En la matriz P, ecuación (A.5), de la reconstrucción dada
por la ecuación (A.10), hemos conservado solo a la primer componente principal p̂1, y de esta forma
preservado la varianza de los datos X, ecuación (A.1), únicamente a lo largo de esta dirección.

La relación entre la descomposición de valores singulares (SVD) y el análisis de compo-
nentes principales (PCA) es muy cercana, puesto que es posible emplear SVD para llevar a
cabo PCA. Para calcular PCA empleando SVD es necesario primero restar a cada una de las
m variables del conjunto de datos X, ecuación (A.1), su promedio y entonces se procede a
efectuar la descomposición de valores singulares de este nuevo conjunto de datos, al cual de-
nominaremos X. Note que, puesto que se ha restado el promedio a cada una de las variables
en X, el producto XX

T
, salvo el factor ( 1

n−1 ), corresponde a la matriz de covarianza de X,
CX. De esta manera, los eigenvectores ûk constituyen las componentes principales de X, y los
eigenvalores λk = σ2

k representan la varianza de los datos a lo largo de las direcciones defini-
das por ellas. Por lo tanto, la matriz U es igual a la transpuesta de la matriz P. Así, una nueva
representación de X se obtiene al calcular

Y = UTX (A.12)
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