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Resumen

En este trabajo interpretamos a los espectros de eigenvalores ordenados de matrices alea-
torias finitas como series de tiempo. Aplicamos técnicas adaptadas a los datos del andlisis de
sefales para descomponer cada espectro en modos de tendencia y fluctuacion claramente di-
ferenciados, evitando de esta manera, posibles errores en los resultados introducidos por las
técnicas de unfolding estdndar. Mostramos que los modos de fluctuacién son invariantes de
escala y siguen diferentes leyes de potencias para ensambles Poisson y Gaussianos, logrando
distinguir ya durante el unfolding entre ambos casos.



Abstract

Spectra of ordered eigenvalues of finite Random Matrices are interpreted as a time series.
Data-adaptive techniques from signal analysis are applied to decompose the spectrum in clearly
differentiated trend and fluctuation modes, avoiding possible artifacts introduced by standard
unfolding techniques. The fluctuation modes are scale invariant and follow different power laws
for Poisson and Gaussian ensembles, which already during the unfolding allows to distinguish
the two cases.



Introduccion

Ha sido conjeturado que las fluctuaciones en los niveles de energia de los espectros de ex-
citacion de sistemas cudnticos obedecen leyes universales que pueden ser descritas por medio
de la teoria de matrices aleatorias (RMT) [1]. Esta conjetura ha sido verificada en una am-
plia variedad de sistemas cudnticos, desde sistemas bidimensionales tales como los billares
cudanticos y cavidades de microondas, hasta sistemas de muchos cuerpos tales como dtomos,
puntos cudnticos, hadrones y nicleos atoémicos [2—6]. De gran importancia y previo a los es-
tudios estadisticos de un espectro de excitacidon cudntico, es el procedimiento de unfolding
el cual tiene dos finalidades: (i) separar el comportamiento de la densidad de niveles global
p(E), de las fluctuaciones locales p(E), y (ii) reescalar los espaciamientos entre niveles de
energia a un espaciamiento promedio unitario tal que diferentes sistemas, con diferentes com-
portamientos globales, puedan ser comparados con las predicciones de RMT. En el procedi-
miento de unfolding tradicional (ver e.g. [7]), un mapeo de la secuencia de niveles de energia

reales E(i) = {E1, ..., En}, a una secuencia de niveles adimensionales €(i) = {e,...,€ex},
E@i) — €(i) = N[E(i)] = f_Eo(;) p(E')dE', realiza este proceso. Aqui, N'[E] es una aproxi-

macién suave a la funcién de densidad cumulativa o funcién escalén N'[E]. Para los niveles
unfoldeados, la densidad de niveles promedio es igual a 1.

El procedimiento de unfolding es simple si una prediccion tedrica para la densidad de
niveles promedio p(E), es conocida. Por ejemplo, la férmula de Weyl en el caso de billa-
res cudnticos, la distribucidén semicircular en el caso de ensambles Gaussianos clésicos, y la
distribucién normal en el caso de ensambles Poissonianos. En la ausencia de una expresion
tedrica para p(E), un unfolding local puede ser aplicado, sin embargo, este procedimiento so-
lo puede ser usado para estudiar correlaciones de corto alcance. Otra alternativa es modelar
el comportamiento de la densidad global con un polinomio en la energia, pero en este caso
el grado del mismo debe ser cuidadosamente elegido para evitar resultados erréneos [5, 6, 8].
Recientemente fue introducido un enfoque de series de tiempo como un método para estudiar
las propiedades de las fluctuaciones de los niveles de energia [6,9]. En tal aproximacion, las
fluctuaciones N'[E] = N[E] — N[E] (desviaciones de la energia de excitacién unfoldeada de
su valor promedio n), también conocida como la funcién d,,, son interpretados como una serie
de tiempo discreta. Diferentes técnicas del anélisis de series de tiempo tales como el andlisis
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espectral de Fourier [6,9] y el andlisis de fluctuacion destendenciada (DFA, por sus siglas en
inglés) [10] han sido aplicadas para estudiar tales fluctuaciones de los niveles en los sistemas
de RMT. En particular, fue mostrado que las fluctuaciones en los niveles de energia de los sis-
temas cudnticos que obedecen la estadistica GOE se comportan como ruido 1/ f, mientras que
las fluctuaciones en los niveles de energia de sistemas que obedecen la estadistica de Poisson
se comportan como ruido Browniano 1/ f2. Los casos intermedios se comportan como 1/ f#
con 1 < B < 2[6]. Sin embargo, los resultados obtenidos por esta aproximacioén pueden ser
también bastante sensitivos al procedimiento de unfolding particular [6,8]. Una técnica adapta-
da a los datos fue empleada para detectar y corregir falsas correlaciones introducidas al realizar
un unfolding polinomial en la serie de tiempo de fluctuaciones [11, 12]. Por otra parte, ha sido
sugerido que un método auto-consistente podria ser la aproximacion més apropiada para llevar
a cabo el procedimiento de unfolding [5].

En este trabajo proponemos interpretar directamente la secuencia de niveles de energia
reales, (i), como una serie de tiempo. En el Capitulo 1 introducimos las ideas bésicas del
andlisis de series de tiempo. En el Capitulo 2 hacemos un repaso de la teoria de matrices alea-
torias (RMT). Finalmente en el Capitulo 3 mostramos los resultados de aplicar las técnicas
adaptadas a los datos denominadas Singular Value Decomposition (SVD) y Singular Spectrum
Andlisis (SSA) [13, 14], la primera a un ensamble Poisson y GOE de series F/(i), donde cada
una de ellas es interpretada como una serie de tiempo monétona y muestreada regularmente,
mientras que la segunda técnica es aplicada a una sola serie F(i). En este dltimo caso, a mo-
do de comparacion, calculamos ademas las medidas de fluctuacién tradicionales tales como
NNSD y As. Mostramos que en ambos casos, tales técnicas descomponen la funcién de ener-
gia en una manera auto-consistente en una parte global y una parte localmente fluctuante, es
decir, E(i) = E(i) + E(i), lo cual permite extraer conclusiones inequivocas acerca de la parte
fluctuante durante el procedimiento de unfolding mismo. Por dltimo aplicamos el SSA para
estudiar la interpolacion entre sistemas Poisson y GOE.



Capitulo 1

Analisis de series de tiempo

En este capitulo introducimos las ideas bdsicas del anélisis de series de tiempo [15-19]. Una
serie de tiempo es una coleccion de observaciones de alguna variable hechas secuencialmente
en el tiempo. En la literatura aplicada, las series de tiempo son a menudo llamadas sefiales. En
literatura més tedrica una serie de tiempo es una realizacion observada o medida de un proceso
estocdstico. Muchos datos en una amplia variedad de campos tales como la economia, fisica,
ingenieria, medicina, demografia, el medio ambiente, control de procesos y otras dreas de la
investigacion cientifica son a menudo colectados en la forma de series de tiempo.

El andlisis de series de tiempo trata con los métodos estadisticos para analizar y mode-
lar una secuencia ordenada de observaciones. Es demasiado optimista pensar que un proceso
complejo pueda ser completamente descrito en términos de una serie de tiempo, sin embargo,
es asumido que la serie caracteriza algin o algunos aspectos interesantes del proceso y que
un andlisis apropiado de la misma proporcionard informacion util al respecto. Si bien, mucha
teoria estadistica ha sido desarrollada para estudiar muestras aleatorias de observaciones in-
dependientes e idénticamente distribuidas, la caracteristica especial del andlisis de series de
tiempo es el hecho de que las observaciones sucesivas usualmente no son independientes y
que el andlisis debe tomar en cuenta el orden temporal de las observaciones. Asi, algunas de
las finalidades del andlisis de series de tiempo es lograr el entendimiento de la dindmica o la
estructura dependiente del tiempo de las observaciones de una tnica serie (andlisis de series de
tiempo univariadas), de tal manera que seamos capaces de detectar regularidades en las obser-
vaciones de una variable y podamos de este modo predecir de manera precisa observaciones
futuras, o en caso de estudiar varias series a la vez, poder determinar las relaciones mas impor-
tantes entre ellas (andlisis de series de tiempo multivariadas).

Existen dos principales aproximaciones al andlisis de series de tiempo; la aproximacién en
el dominio del tiempo y la aproximacion en el dominio de la frecuencia. La aproximacion en el
dominio del tiempo, cuyo desarrollo histérico tuvo lugar dentro de la estadistica matemadtica,
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trata de explicar las correlaciones entre puntos adyacentes en el tiempo en términos de una
dependencia del valor actual sobre los valores pasados. Asi, la aproximacién en el dominio
del tiempo se enfoca en modelar algin valor futuro de una serie de tiempo como una funcién
paramétrica de los valores actual y pasados. Por otra parte, la aproximacién en el dominio de
la frecuencia se centra principalmente en encontrar variaciones periddicas o sistemadticas en los
datos y evaluar la varianza asociada a cada una de ellas. Puesto que su desarrollo histérico tuvo
lugar en el ambito de la ingenieria de las comunicaciones, algunos de los términos comtiinmente
empleados en esta aproximacion son los de energia, potencia y frecuencia. Las dos aproxima-
ciones no son exclusivas sino mds bien complementarias, y en muchos casos, para series largas,
las dos aproximaciones pueden producir resultados similares. En otros casos, la formulacién
en el dominio de la frecuencia puede servir para llevar a cabo un célculo, conceptualmente en
el dominio del tiempo, de una manera mds conveniente.

1.1. Tipos de series de tiempo

Considere una serie de variables aleatorias' X, X, ..., X7. En general, una coleccién de
variables aleatorias, X;, indexadas por ¢ es referida como un proceso estocastico. Los valores
observados de un proceso estocdstico son referidos como una realizacién del proceso esto-
castico. Es claro que no hay sélo una realizacion del proceso, sino, en principio, un nimero
arbitrario de realizaciones las cuales tienen todas las mismas propiedades estadisticas. De es-
te modo, podemos también considerar un proceso estocdstico como la totalidad de todas sus
posibles realizaciones. Si bien, antes mencionamos que una serie de tiempo es un conjunto de
observaciones z;, cada una registrada a un tiempo especifico ¢, a fin de proporcionar un marco
estadistico que tome en cuenta la posible naturaleza impredecible de observaciones futuras,
podemos suponer que cada observacion es un valor realizado de una cierta variable aleatoria
X;. De esta manera es posible definir a una serie de tiempo X, como una realizacién (o parte
de una realizacién) de un proceso estocéstico® X,. En el andlisis de series de tiempo, el indice
(o pardmetro) ¢ frecuentemente tomard los siguientes conjuntos de valores {0, +1, +2, ...},
{1,2,3,...},]0,00) 0 (—o0, 00). Usualmente el término series de tiempo puede referirse tanto
a los datos como al proceso del cual son una realizacion.

Una serie de tiempo se dice que es discreta si las observaciones son hechas solamente a
tiempos especificos. En este caso la serie suele denotarse como x; = {x1, s, ..., zr}. Si por

'Una variable aleatoria es una funcién la cual asigna un niimero a cada posible resultado de un experimento.

2Si una serie de tiempo puede ser predicha de manera exacta, se dice que es deterministica. Si los valores
futuros de la serie de tiempo son sélo parcialmente determinados por sus valores pasados, tal que las predicciones
exactas son imposibles, entonces se dice que la serie de tiempo es estocdstica. En este caso los valores futuros
tienen una cierta distribucidn de probabilidad la cual es condicionada por un conocimiento de los valores pasados
de la serie. La mayoria de las series de tiempo de interés son de este tipo.
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otra parte, las observaciones son registradas continuamente sobre algtin intervalo de tiempo se
dice que la serie de tiempo es continua y usualmente se denota como x(t)3.

Sea x;, t = 0,=£1, ..., una serie de tiempo discreta de valores reales, y sea M un nimero
entero positivo. Entonces la serie de tiempo se dice que es periddica de periodo M, si M es el
segundo mejor entero para el cual

Xy = X+ M (L.1)

para todo entero ¢. Si x(t), —oo < t < o0, es una serie de tiempo continua de valores reales o
complejos, se dice que es periddica de periodo P (P > 0), si P es el entero mas pequefio para
el cual

x(t + P) = x(t) (1.2)

para todo t.

Una serie de tiempo se dice que es estrictamente estacionaria si su distribucion de probabi-
lidad conjunta no se ve afectada por un cambio en el origen del tiempo. Una serie de tiempo se
dice que es débilmente estacionaria si el comportamiento general de la serie permanece igual
en el tiempo, es decir, las observaciones fluctian alrededor de un nivel promedio constante
con varianza constante sobre el periodo observado. Asi, la estacionariedad implica un tipo de
equilibrio estadistico o estabilidad en los datos. Si las observaciones de una serie de tiempo

discreta son z1, 9, . . ., x7 entonces su promedio serd

1 T
$:szfzmt (1.3)

t=1

y la varianza
1 T
2 2 L N2

st=op =5 ;(;ct z) (1.4)

Una serie de tiempo es no estacionaria si no parece tener un nivel promedio y/o exhibe un
comportamiento a la deriva.

En las aplicaciones précticas usualmente solamente tenemos una serie de tiempo, es decir,
solo contamos con una realizacion de algin proceso estocdastico, sin embargo para ser capaces
de estimar el valor esperado o la varianza del proceso estocastico, deberiamos contar con més
de una realizacién de este proceso. La asuncion de ergodicidad quiere decir que los momentos

3Recordemos que una variable aleatoria discreta puede ser tratada como una variable aleatoria continua y
asignada una correspondiente funcién de densidad de probabilidad. En base a lo anterior, en este trabajo trataremos
a la secuencia discreta de energias { E'1, Es, ..., Ex } como una serie de tiempo continua y la denotaremos como
E(i), mientras que al i-ésimo elemento de la serie lo denotaremos como E;.
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de la muestra, los cuales son calculados sobre la base de una serie de tiempo (realizacion del
proceso estocdstico) con un ndmero finito de observaciones, convergen (en algin sentido) para
T — oo alos correspondientes momentos de la poblacion (totalidad de todas las posibles rea-
lizaciones del proceso). Sin embargo, para que un proceso estocastico sea ergddico tiene que
estar en equilibrio estadistico, es decir, tiene que ser estacionario.

Una serie de tiempo se dice que es lineal [20] si es posible reproducir sus propiedades es-
tadisticas a partir inicamente del espectro de potencias y la distribucion de probabilidad, sin
tener en cuenta las fases de Fourier. Si la serie no cumple con las condiciones anteriores se
dice entonces que es no lineal. En el anélisis de series de tiempo lineales algunas de las apro-
ximaciones mds importantes estdn vinculadas al hecho de que la superposicién es vdlida y a
que las aproximaciones en el dominio de la frecuencia son directamente utilizables. Para series
de tiempo no lineales la superposicion no es vélida y las aproximaciones en el dominio de la
frecuencia no son muy utiles en general.

1.2. Analisis de Fourier

Una tarea comun en el andlisis de series de tiempo es determinar si una fluctuacién es-
pecifica estd presente en nuestro conjunto de observaciones (deteccidn), asi como obtener los
valores de los pardmetros que describen a esta fluctuacion (estimacién). A menudo, lo anterior
no es una tarea fécil debido principalmente a la presencia de ruido y a que podria tratarse de
una serie de tiempo muy complicada. Para facilitar la deteccion y estimacién de fluctuaciones
especificas dentro de la serie, ésta es proyectada en una base la cual abarca el intervalo de
observaciones. Puesto que frecuentemente el tipo de fluctuaciones que estamos buscando son
fluctuaciones periddicas, una eleccidn natural de la base seria aquella consistente de funciones
periddicas simples tales como los senos y cosenos. El andlisis de Fourier es el mecanismo por
medio del cual es posible llevar a cabo esta descomposicion [21-24].

El anélisis de Fourier es un proceso que consiste basicamente en descomponer una sefial
en una combinacién de ondas sinusoidales, cada una con una cierta frecuencia f y amplitud
A(f). El espectro de potencias es una representacion de esta descomposicion. Para calcular-
lo, es necesario primero determinar la amplitud A(f) de cada componente. La potencia P(f)
a frecuencia f es igual, al cuadrado del valor absoluto de la amplitud, P(f) = |A(f)[>. El
espectro de potencias es obtenido graficando la potencia P(f) como una funcién de la frecuen-
cia f, y nos muestra cual es la importancia relativa de cada una de las frecuencias componentes.

En la préctica, el espectro de potencias P(f) puede ser calculado como el cuadrado del
valor absoluto de la transformada de Fourier de la serie de tiempo. El espectro de potencias
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de una serie periddica tiene un nimero discreto de picos, los cuales indican las frecuencias
dominantes que componen la serie. El espectro de potencias de una serie aleatoria es continuo
y plano debido a que no hay frecuencias dominantes presentes. Por analogia con la luz blanca,
la cual esta compuesta de todas las frecuencias en igual cantidad, una serie de tiempo aleatoria
es también llamada ruido blanco. El espectro de potencias de una serie de tiempo no periddica
pero correlacionada es también continuo, pero debido a las correlaciones algunas escalas de
frecuencias contribuirdn mas a la serie que otras, por ejemplo, el ruido que contiene un exceso
de componentes de frecuencia baja se dice que tiene un espectro de ruido corrido al rojo.
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Figura 1.1: Grifica de una serie de ruido blanco con N = 1000 elementos (izquierda) y su correspon-
diente espectro de potencias en escala log-log (derecha). El espectro exhibe un comportamiento de ley
de potencias P(f) ~ 1/f” con 8 ~ 0.
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Figura 1.2: Grifica de una serie de ruido Browniano (integracion del ruido blanco de la imagen anterior)
con N = 1000 elementos (izquierda) y su correspondiente espectro de potencias en escala log-log
(derecha). El espectro exhibe un comportamiento de ley de potencias P(f) ~ 1/f% con 3 ~ 2.
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Una serie de tiempo es fractal, cuando fragmentos de la serie de tiempo son estadistica-
mente auto-similares a la serie de tiempo original. En este caso, el espectro de potencias debe
también ser un invariante de escala y satisfacer una ley de potencias P(f) ~ 1/f”, donde 3
es el exponente de densidad espectral, siendo § = 0 para el ruido blanco como se muestra
en la Figura 1.1 y § = 2 para ruido Browniano (integracion del ruido blanco) mostrado en
la Figura 1.2. En una representacion log-log, la ley de potencias se traslada a una linea recta,
siendo [ la pendiente de dicha recta. Cuando S = 0 no hay correlaciones, cuando 0 < # < 1
hay correlaciones, y si —1 < 8 < 0 existen anticorrelaciones [25].

1.3. Detrended Fluctuation Analysis (DFA)

El Detrended Fluctuation Analysis (DFA) es un técnica de andlisis de series de tiempo que
nos permite estudiar las propiedades de escalamiento de una serie de tiempo minimizando el
efecto de tendencias no estacionarias. En concreto, el DFA nos permite detectar las correlacio-
nes de largo alcance presentes en series de tiempo no estacionarias y, al mismo tiempo, evitar
la deteccion errénea de aparentes correlaciones de largo alcance que en realidad son el resul-
tado de la no estacionariedad de la serie. Este método ha sido exitosamente aplicado en series
de tiempo de intervalos entre latidos [26] y otras sefiales fisioldgicas [27, 28], asi como para
estudiar espectros nucleares [11,29].

El algoritmo del DFA trabaja de la siguiente manera. Consideremos, en general, una serie
de tiempo X (i) = (x1, 22, ...,2zyN) con N elementos. La serie de ruido blanco con N = 1000,
mostrada en la seccién anterior, nos servird como ejemplo para ilustrar el algoritmo (Figura
1.1). En primer lugar, integramos la serie de tiempo X (¢), con lo cual obtenemos la serie /(%)
dada por

1(i) = ZX(j) (1.5)

La serie de tiempo integrada correspondiente al ruido blanco es igual a ruido Browniano mos-
trado en la Figura 1.2. Posteriormente la serie integrada, (i), es dividida en cajas o ventanas
de longitud n. En seguida, ajustamos una recta de minimos cuadrados a los datos contenidos
en cada una de las cajas. Dicha recta representa la tendencia de los datos dentro de las cajas.
Una imagen de la serie de tiempo integrada (ruido Browniano), la cual ha sido dividida en diez
ventanas (n = 100), junto con las respectivas rectas ajustadas, es mostrada en la Figura 1.3.
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Figura 1.3: Serie de tiempo integrada (ruido Browniano). Las lineas punteadas verticales indican el
tamafio de las cajas n = 100, en las cuales ha sido dividida la serie. Los segmentos de recta de color
rojo corresponden al ajuste por minimos cuadrados de los datos en cada caja y representan la tendencia
de los mismos en cada ventana.

Denotamos a la coordenada y de los segmentos de recta por ,,(¢). A continuacién desten-
denciamos a la serie de tiempo integrada (), restando la tendencia local, y,,(7), en cada una
de las cajas. La serie obtenida al realizar este paso en la serie de ruido Browniano de nuestro
ejemplo es mostrada en la Figura 1.4

5/ ]

3 o |
I I

= 5 ]

0 200 400 600 800 1000
i

Figura 1.4: Serie de tiempo obtenida al restar la tendencia local, representada por los segmentos de
recta de la Figura 1.3, en cada una de las cajas en que dividimos el ruido Browniano 7(7).

Ahora calculamos la fluctuacién promedio para el tamafio de ventana n, F'(n), la cual estd
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dada por
1 N

Fn) =]+ ;[I (i) = ya(i))? (16)
o60 N
_ 04 :
S f ]
5 02 ]
§ [ :
=4  0.0; 1
0.2} ]
10 15 20

Log;o N

Figura 1.5: Grifica log-log del tamafio de ventana n contra la fluctuacién promedio F'(n). La pendiente
de la recta ajustada, o = 0.54, caracteriza a las fluctuaciones y corresponde a una serie de ruido blanco,
para la cual tedricamente o« = 0.5.

Finalmente calculamos la fluctuaciéon promedio para un rango de escalas de tiempo (tama-
fios de ventana). En general, F'(n) se incrementara con el tamafio de caja n. Una relacion lineal
en una grafica de logF'(n) contra logn indica la presencia de escalamiento de ley de potencias
(fractal). La pendiente de tal relacion lineal es igual al exponente de escalamiento «, el cual
caracteriza a las fluctuaciones. En la Figura 1.5 se muestra la grafica de logF'(n) contra logn
del ejemplo estudiado asi como la recta ajustada correspondiente. El exponente o del DFA esta
relacionado con el exponente /3 del anélisis de Fourier mediante la relaciéon 5 = 2a — 1 [28].
En la siguiente tabla se muestran algunos valores de « asi como el tiempo de serie de tiempo
al que corresponden.

El DFA que hemos descrito se conoce como DFA de primer orden puesto que ajusta una
recta para extraer la tendencia de los datos. Sin embargo, en general, también es posible ajustar
polinomios de orden mds alto para extraer la tendencia en cada una de las ventanas en que
hemos dividido la serie de tiempo integrada. En este caso se denomina DFA de orden mayor.
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1.4. Singular Value Decomposition (SVYD)

Cualquier matriz cuadrada simétrica X, tiene una descomposicion espectral de la forma
X = UAUT (1.7)

donde A es una matriz cuadrada, diagonal y real, conteniendo los eigenvalores de X, y U es
una matriz ortogonal, cuyas columnas son los eigenvectores de X.

Sin embargo, la descomposicion de la ecuacion (1.7) no siempre es posible, por ejemplo,
cuando la matriz X no es cuadrada. En este caso, podemos emplear una descomposiciéon més
general denominada Singular Value Decomposition (SVD). En analogia con la descomposicién
espectral, la descomposicion de valores singulares [30,31] de una matriz real X de dimensiones
m X n 'y rango r*, factoriza a la matriz X como el producto de tres matrices simples, tal que

X =UxV” (1.8)

donde U es una matriz ortogonal de m x m, V7T es la transpuesta de una matriz ortogonal V
de n X n, y X es una matriz diagonal de m x n. De la ecuacion (1.8) se tiene para las matrices
positivas semidefinidas, XX y XTX, que

XX =uxviviu”
=uxxiu” (1.9)

XX = vy'utuzv?

=vy'zv”’ (1.10)
donde hemos usado la ortogonalidad de U y V. Las ecuaciones (1.9) y (1.10) muestran que las
columnas de la matriz U son los eigenvectores, {1;, de XX, parai = 1,...,m, mientras que
las columnas de V son los eigenvectores, V;, de XTX, paraj=1,..., n,> tal que

Uil
Uj

0, = .2 c 0] = (Wi, Wiy i) (1.11)
Uim

4Si X es una matriz de m x n entonces el espacio generado por las columnas de X, y el espacio generado
por las filas de X tienen la misma dimension, la cual es igual al nimero de columnas o filas de X linealmente
independientes. A este niimero comun se le denomina rango de X y es menor o igual al minimo entre m y n.

SNote que solamente se tienen r eigenvectores ortonormales {i;, asf que si » < m, habran de adicionarse
m — r vectores ortonormales para completar la base y formar la matriz cuadrada U. En el caso de la matriz 'V, si
r < n, el nimero de vectores ortonormales V; adicionales serdn n — r. Estos vectores adicionales no afectan la
descomposicion puesto que los eigenvalores asociados con ellos son cero.
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Uj1
Vig

N 5 T

Vi = . y Vj = (Ujla Vj2, - . 7an) (112)
Ujn

siendo G y ¥, los vectores fila correspondientes a 1i; y V;, respectivamente. Por otra parte
2T y 373 son matrices cuadradas diagonales de dimensiones m X m y n X n, respectiva-
mente, las cuales contienen los eigenvalores Ay, parak = 1,...,r, de XXT o XTX.

De este modo se tiene que 3 es una matriz diagonal de m X n conteniendo las raices
cuadradas de los eigenvalores A\, denominados valores singulares de X, o}, = V. Es-
tos valores singulares se ordenan en forma descendente de acuerdo a su magnitud, es decir,
01 > 09 > ... > o,. Esto a su vez dicta la manera en que habran de ordenarse los eigenvec-
tores 1; y V;, dentro de las matrices U y V. Los eigenvectores 1i;, se conocen como vectores
singulares izquierdos de X, mientras que los eigenvectores V;, se denominan vectores singula-
res derechos de X. De este modo, la ecuacién (1.8), puede escribirse como

Ul U1t Umd op 0 --- 0 vi1 V12 ot Ulip
U2 U2 v U2 0 o9 -+ 0 Vo1 V22t U2

X = ) ) ) . . ) ) . ) (1.13)
Ulm U2m ' Umm 0 0O --- 0 Unl Un2 - Unpn

De acuerdo a lo visto hasta ahora, la ecuacién (1.8) requiere calcular los eigenvalores y
eigenvectores de dos matrices simétricas, XX” y X7 X. Sin embargo, es posible realizar la
descomposicion de valores singulares calculando solamente una eigen-descomposicion. Al re-
escribir la ecuacion (1.8) como

U=XVx™! (1.14)

donde X! es una matriz de n x m de la forma

L 0 0
N B 0
= (1.15)

se ve que una vez que se han calculado los eigenvalores, oy, y los eigenvectores, ¥, de X7'X,
entonces es posible calcular a los eigenvectores Uiy, a partir de ellos. Alternativamente, se puede
escribir la ecuacion (1.8) en la forma

vV =X"UzhH! (1.16)
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donde la matriz 7! es la misma de la ecuacion (1.15). De este modo es posible también
obtener los vectores singulares derechos v a partir de los vectores singulares izquierdos .
La forma vectorial de las ecuaciones matriciales (1.14) y (1.16) son, respectivamente

i = ika (1.17)
Ok
Y 1
Ve = — X', (1.18)
Ok

La descomposicion de valores singulares, ecuacion (1.8), también puede ser expresada co-
mo una suma de matrices de rango uno. Considere la matriz identidad, I, escrita en términos
de los vectores columna ortonormales 11;

I=) ady (1.19)
k=1
Ahora multipliquemos a la matriz identidad por X
IX = 4,0/X
k=1
= a(X"a)" (1.20)
k=1
y aplicando la ecuacién (1.18) tenemos

T

~ AT

X = E OrUEVy
k=1

=> X (1.21)
k=1
donde hemos definido
X, = o0,V (1.22)

Si todos los los eigenvalores \; tienen multiplicidad uno entonces la expansion de la ecuacion
(1.21) es unica. Las matrices X, tienen rango uno. A la coleccién (0,0, Vi) se les conoce
como eigentriplete de SVD. Note ademds que —1i;, (—V},) también es un eigenvector de XX
(XTX) correspondiente al eigenvalor );. Entonces en la ecuacién (1.21) podemos reemplazar
cualquier par (ig,V) por (—1g,—Vy) sin que ello altere el resultado.
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1.5. Singular Spectrum Analysis (SSA)

El Singular Spectrum Analysis (SSA) es una técnica, libre de modelo, de andlisis de series
de tiempo univariadas. El propdsito general del SSA es descomponer una serie de tiempo en
una suma de componentes (producidas por la serie misma) que pueden ser identificadas co-
mo tendencia, componentes oscilatorias y ruido [13, 14]. Una componente oscilatoria es una
serie periodica o cuasi-periddica de amplitud constante o modulada, mientras que el ruido es
cualquier serie aperiddica. Por otra parte, la tendencia de la serie es, aproximadamente, una
componente de la serie que varia lentamente sin presentar oscilaciones. Asi, una vez efectuada
la descomposicion anterior estamos en posibilidades de realizar tareas mas especificas tales co-
mo la extraccién de sefial del ruido, extraccion de componentes oscilatorias y el suavizamiento
de la de serie de tiempo. Una importante caracteristica del SSA es que puede ser usado para
analizar series relativamente cortas, asi como a series no estacionarias y, a diferencia de otras
técnicas adaptadas a los datos tales como el Empirical Mode Decomposition (EMD) [32], tam-
bién es posible aplicarlo a series de tiempo mondtonas. E1 SSA ha llegado a ser una herramienta
estdndar en el andlisis de series de tiempo climadticas [33] y geofisicas [34], pero también su
uso se ha extendido a diferentes areas tales como la medicina [35], la astronomia [36], 1a eco-
nomia [37], entre otros.

Considere una serie de tiempo unidimensional, de valores reales y registrados a intervalos
equidistantes en el tiempo, de longitud N, Y (¢) = (y1,¥2,.-.,yn). La versién del SSA que
empleamos consta de tres pasos los cuales se describen a continuacion.

Paso 1. Encajamiento. En este primer paso, la serie de tiempo univariada es mapeada a una
matriz denominada matriz de trayectoria, X. Sea L un nimero entero (1 < L < N),
al cual denominaremos longitud de ventana. Construimos KX = N — L + 1 vectores
columna, x;, cada uno con L elementos, a partir de la serie de tiempo Y (¢) de la siguiente

manera
Yj
Yj+1
X = g (1.23)
Yj+L-1
para j = 1,2,..., K. A estos vectores x; les llamaremos L-vectores retrasados. Al

ordenar los L-vectores retrasados en un arreglo matricial, donde cada uno de ellos es una



1.5. SINGULAR SPECTRUM ANALYSIS (SSA) 17

columna, formamos la matriz de trayectoria X

X =(x1...Xg)
Y1 Y2 <o Yk
S A (1.24)
Yy YrL+1 --- YN

La matriz de trayectoria X también puede verse como una secuencia de vectores X;, €s
decir, como una serie de tiempo multivariada. La idea de emplear copias retrasadas de
una unica serie de tiempo es construir un espacio fase que aproxime la dindmica del
sistema, y debido a esto a L también suele llamarsele dimension de encajamiento. Note
que la matriz transpuesta, X, es la matriz de trayectoria de la misma serie pero con
una longitud de ventana igual a K. Ademas, de la ecuacion (1.24) vemos que X es una
matriz de Hankel, es decir, sus elementos de matriz, x;;, son todos iguales a lo largo de
la diagonal definida por 7 4+ j = ¢, donde c es una constante.

La eleccion de la longitud de ventana L, depende de las propiedades de la serie a estudiar
y el proposito del anélisis, aunque en general, debe de ser lo suficientemente grande para
incorporar una parte esencial del comportamiento de la serie. En aquellos casos donde
se busca extraer una oscilacién cuya periodicidad es conocida se sugiere un elegir una
longitud de ventana cuyo tamaiio sea igual a un multiplo de dicho periodo.

Paso 2. SVD. Expresamos a la matriz de trayectoria X como una suma de matrices de rango
uno (ecuacion 1.21). Para lograr lo anterior, realizamos la descomposicion de valores
singulares de X, tal como se detallo en la seccion anterior (véase Seccion 1.4).

Paso 3. Reconstrucciéon. En este tltimo paso mapeamos cada una de las matrices X;, a una
serie de tiempo g (), denominada componente reconstruida, de longitud igual a la de la
serie Y.

Consideremos una matriz X; de L X K donde K < L y cuyos elementos denotamos
como a:f] La manera en que obtenemos una serie g(t) a partir de X es mediante un
promedio sobre sus elementos diagonales (Hankelizacion) de la siguiente forma

(

% Z mﬁz,n—m-{—l para 1 <n< L—-1
m=1
L
gr(n) =14 1 ) T nmi1 para L <n<K (1.25)
 N-K+1

N—1n+1 Z C(’fn,n—'rn—i—l para K + 1 S n S N
\ m=n—K+1
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En el caso en que L > K simplemente invertiremos los indices i y j en x¥;

;- La ecuacion
(1.25) realiza un promedio de los elementos de matriz xfj localizados a lo largo de las
N diagonales definidas por ¢ + 5 = n + 1. El promedio se calcula sobre tres diferen-
tes intervalos debido a que el nimero de elementos en cada diagonal es variable. Para
1 < n < L — 1 comenzamos con un elemento hasta llegar a L — 1 elementos en incre-
mentos de una unidad. Para L < n < K el numero de elementos se mantiene constante
y es igual a L, mientras que para K +1 < n < N el nimero de elementos decrece hasta

llegar a uno.

Al sumar todas las componentes reconstruidas recuperamos completamente a la serie Y.
De esta manera, el SSA descompone la serie de tiempo Y en una suma de series

Y(t)=> a(t) (1.26)

1.5.1. Extraccion de tendencias y oscilaciones con SSA

Actualmente, no existe una definicion universal de lo que es la tendencia en una serie de
tiempo. En el contexto del SSA la tendencia seria una componente aditiva de la serie la cual
es no estacionaria y varia lentamente durante el periodo de tiempo en el cual esta siendo ob-
servada. Una de las consecuencias de la definicion anterior es que la solucion al problema de
identificacion de tendencia o extraccion de tendencia no seria Unica puesto que, dependiendo
del grado de detalle o resolucién que deseemos, podriamos obtener diferentes tendencias. Por
otra parte, para series de tiempo finitas, siempre existe el problema de que una componente
armonica de baja frecuencia es practicamente indistinguible de una tendencia.

Para ilustrar las capacidades del SSA en cuanto a extraccion de tendencia se refiere, es-
tudiaremos su aplicacion a la serie de tiempo de anomalias de temperatura superficial global
anual, las cuales son las desviaciones (promediadas anualmente) de la temperatura media de la
superficie terrestre y marina durante el periodo 1961-1990 [38]. Esta serie de tiempo es compi-
lada conjuntamente por la Climate Research Unit, University of East Anglia, Norwich, U.K.y
el Hadley Centre of the U.K. Meteorological Office. Los datos estdn disponibles en internet en
la direccion http://www.cru.uea.ac.uk/cru/data/temperature/. La grafica de la serie de tiempo
se muestra en la Figura 1.6., la cual muestra que la serie de anomalias de temperatura tiene
una tendencia general creciente. Sin embargo, siendo mds minuciosos, podriamos dividir esta
tendencia general en tres partes; la primera abarcando entre 1850 y 1910, la segunda entre 1910
y 1970 y la tercera de 1970 a 2012.
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Figura 1.6: Serie de tiempo de anomalias de temperatura superficial global anual (GSTA) registradas
desde 1850 a 2012. Tales anomalias corresponden con las desviaciones (promediadas anualmente) de la
temperatura media de la superficie terrestre y marina durante el periodo 1961-1990 (periodo delimitado
por las lineas punteadas rojas).
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Figura 1.7: Diagrama de varianzas parciales, \x, en escala log-log (scree diagram) de la serie de ano-
malias de temperatura para L = 10 % del tamafio de la serie. Como podemos observar A1 y Ay se apartan
notablemente del resto sugiriendo que ellas son las responsables de la mayor parte de la varianza de la
serie, y por lo tanto, que las correspondientes componentes reconstruidas constituyen la tendencia de
la serie. Sin embargo, para lograr una mejor distincion entre componentes de tendencia y componentes
de fluctuacion, es necesario analizar el comportamiento de las respectivas componentes reconstruidas.
Algunas de ellas son mostradas en la Figura 1.9.



20 CAPITULO 1. ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

A continuacion mostraremos las capacidades del SSA en la extraccion de tendencias y
componentes oscilatorias. Las Figuras 1.7 y 1.8 muestran la grafica de las varianzas parciales,
Ak, en escala log-log, conocido como scree diagram, obtenido al aplicar el SSA a la serie de
anomalias de temperatura con una longitud de ventana L = 10 % y L = 50 % del tamafio de la
serie, respectivamente.

N = (? = N

0.0 05 10 15
Log,, Kk

Figura 1.8: Diagrama de varianzas parciales, \x, en escala log-log (scree diagram) de la serie de ano-
malias de temperatura para L = 50 % del tamafio de la serie. Como podemos observar A1, Az, A\3 y
A4 se apartan notablemente del resto sugiriendo que ellas con las responsables de la mayor parte de la
varianza de la serie, y por lo tanto que las correspondientes componentes reconstruidas constituyen la
tendencia de la serie. Para lograr una mejor separacion entre las componentes de tendencia y fluctua-
cién, es necesario analizar el comportamiento de las respectivas componentes reconstruidas. Algunas de
ellas son mostradas en la Figura 1.12.

Ciertas caracteristicas de las varianzas parciales A, obtenidos al aplicar el SSA, pueden
ayudarnos a visualizar cuales componentes reconstruidas g corresponden con la tendencia de
la serie. De la Figura 1.7 podemos observar que las primeras dos varianzas parciales, \; y Ao,
se destacan del resto. Las varianzas parciales mds grandes estdn asociadas con las direcciones
en las cuales la varianza de la serie es mayor, por lo tanto, esperariamos que las dos primeras
componentes reconstruidas, g; y g2, correspondieran con la tendencia de la serie. Sin embar-
g0, una inspeccién de las primeras cuatro componentes reconstruidas g;-g4 de la Figura 1.9,
nos muestra que la componente reconstruida nimero uno, la cual oscila muy lentamente, es
la componente dominante, mientras que el resto oscilan mucho mds rapido, sugiriendo que
Unicamente la primer componente reconstruida, g;, forma parte de la tendencia. La tendencia
obtenida de esta manera, asi como la obtenida al sumar las primeras dos componentes g; y go,
es mostrada en la Figura 1.10. En este dltimo caso lo que se observa es una oscilacién montada
sobre la tendencia general conseguida con g;.
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La serie de fluctuaciones obtenida al quitar la tendencia conformada unicamente por la
primer componente reconstruida, g, de la serie GSTA, es mostrada en la Figura 1.11. Como
podemos ver las fluctuaciones corresponden a una serie de tiempo estacionaria, es decir, no se
observa tendencia alguna.

A continuacién mostraremos que las fluctuaciones obtenidas al eliminar la tendencia de una
serie de tiempo con el SSA, son invariantes con respecto a la longitud de ventana o dimension
de encajamiento, L, elegida.
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Figura 1.9: Grifica de las primeras cuatro componentes reconstruidas obtenidas al aplicar el SSA a la
serie de tiempo GSTA para L = 10 % del tamaiio de la serie. Podemos ver que la primer componente
reconstruida, gi, es la componente dominante y corresponde con la oscilacién mds lenta, lo cual, junto
con el diagrama de varianzas parciales (Figura 1.7), sugiere que inicamente esta componente constituye
la tendencia de la serie como puede apreciarse en la Figura 1.10.
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Figura 1.10: Grifica de la serie de tiempo GSTA junto con diferentes ajustes para la tendencia. En
la imagen izquierda se muestra la tendencia obtenida al considerar inicamente a la primer componente
reconstruida, g1, a ser parte de la tendencia. En la derecha se muestra la tendencia resultado de considerar
a las primeras dos componentes reconstruidas g; y g2 como parte de la tendencia.
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Figura 1.11: Gréfica de las fluctuaciones de la serie de tiempo GSTA, obtenidas al sustraer la tendencia
constituida por la primer componente reconstruida g .

Como pudimos notar en este primer ejemplo, el haber escogido un valor relativamente pe-
quefio de L, dio por resultado que unicamente la primer componente reconstruida, g;, constitu-
yera la tendencia de la serie. Sin embargo, mostraremos que si bien, para valores mas grandes
de L el nimero de componentes a ser consideradas para formar parte de la tendencia aumenta,
las fluctuaciones obtenidas son invariantes ante los valores de L escogidos, y que siempre al
analizar el scree diagram, asi como las componentes reconstruidas, obtendremos la informa-
cién y guia necesaria para lograr realizar una separacion apropiada de tendencia y fluctuaciones
en la serie de tiempo.
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Figura 1.12: Griéfica de las primeras seis componentes reconstruidas obtenidas al aplicar el SSA a
la serie de tiempo GSTA para L = 50 % del tamaifio de la serie. Podemos ver que las primeras dos
componentes reconstruidas, g; y g2, son las componentes dominantes y no oscilantes, mientras que las
componentes reconstruidas g3 y g4 son las componentes que oscilan mds lentamente, con un periodo de
60 afios. De acuerdo con el diagrama de varianzas parciales de la Figura 1.8 estas cuatro componentes
constituyen la tendencia de la serie. Las componentes g5 y gg corresponden a una oscilacién con un
periodo aproximado de 20 afios.

En la Figura 1.12 se muestran las primeras seis componentes reconstruidas al aplicar el SSA
ala serie GSTA cuando L = 50 % del tamafio de la serie. En este caso podemos apreciar que las
primeras dos componentes reconstruidas, g; y g2, corresponden a componentes no oscilatorias,
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mientras que las componentes g3 y g4, constituyen las componentes oscilatorias de frecuencia
mads baja, con un periodo de oscilacion de aproximadamente 60 afios.
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Figura 1.13: Grifica de la serie de tiempo GSTA junto con diferentes ajustes para la tendencia. La
tendencia que mejor se ajusta a los datos es la constituida por la suma de las componentes reconstruidas
g1-g4. Si consideramos menos componentes obtenemos tendencias mds general con diferentes grados de
resolucidn, y si consideramos mds componentes se observan oscilaciones montadas sobre la tendencia
obtenida con las componentes g1-g4.
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Las componentes reconstruidas g5 y gg, corresponden con oscilaciones cuyo periodo apro-
ximado es de 20 afios. De acuerdo al diagrama de varianzas parciales de la Figura 1.8, las cuatro
primeras componentes reconstruidas, g;-g4, corresponden a la tendencia de la serie, sin embar-
go, si consideramos menos componentes para ser parte de la tendencia lo que obtenemos son
tendencias mds generales de diferente resolucidn, mientras que al considerar mds componentes
lo que se observa son oscilaciones montadas sobre las tendencia obtenida con las componentes
g1-ga,como podemos apreciar en la Figura 1.13. En la Figura 1.14 se muestran las series de
fluctuaciones resultado de eliminar de la serie GSTA tendencias de diferente resolucion, cons-
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Figura 1.14: Gréfica de las fluctuaciones de la serie de tiempo GSTA, obtenidas al quitar tendencias de
diferente resolucion, para L = 50 % de la longitud de la serie. Note que la imagen de la esquina inferior
derecha muestra fluctuaciones estadisticamente similares a aquellas mostradas en la Figura 1.11

A diferencia de los resultados obtenidos al tomar L = 10 % de la longitud de la serie de
tiempo, en este caso el nimero de componentes reconstruidas a ser parte de la tendencia fue
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mayor, debido a que la longitud de ventana fue mds grande. Esto se debe a que en el caso
de L = 10 %, la “resolucién” con la cual la serie es analizada, es mayor que en el caso de
L = 50%, logrando que las componentes reconstruidas se ajusten mejor a los datos. Note
la semejanza entre la tendencia obtenida al considerar a g; como tendencia de la serie GSTA
cuando L = 10 %, y aquella obtenida al considerar ¢;-g4, en el caso de L = 50 %. Asimismo,
la serie de fluctuaciones de la Figura 1.11 cuando L = 10 %, es estadisticamente similar a las
fluctuaciones mostradas en la imagen inferior derecha de la Figura 1.14 para L = 50 %.

Resultados de la tendencia ajustada a la serie GSTA, asi como de las correspondientes fluc-
tuaciones obtenidas, para valores de L = 20, 30 y 40 por ciento de la longitud de la serie, son
mostrados en la Figura 1.15. En el caso de L = 20 % y L = 30 % las componentes reconstrui-
das a ser incluidas en la tendencia fueron las primeras dos, g;-g-, mientras que en el caso de
L = 40 %, las primeras tres componentes, ¢;-g3, forman la tendencia de la serie. La manera
en como se determind el nimero de componentes a formar parte de la tendencia fue el mismo
se utiliz6 en los dos ejemplos vistos hasta ahora para L. = 10% y L = 50%, es decir, en
base a los correspondientes diagramas de varianzas parciales y el andlisis de las componentes
reconstruidas (no mostrados aqui).

En estos tres casos, L = 20 %, 30 % y 40 %, las correspondientes fluctuaciones obtenidas
son estadisticamente similares entre ellas, como puede verse en la Figura 1.15, y a las fluctua-
ciones obtenidas anteriormente para L = 10% y L = 50 %, al considerar a ¢; y g1-¢g4 como
parte de la tendencia, respectivamente.

Finalmente en la Figura 1.16 es mostrado que debido a la simetria de la matriz de trayec-
toria, X, los resultados obtenidos al considerar valores de L > 50 % de la longitud de la serie
son equivalentes a los obtenidos para valores de L < 50 % . Asi, los resultados obtenidos para
L = 10 % son similares a los obtenidos para L = 90 %, los de L = 20 % son similares a los
de L = 80 %, y asf sucesivamente. Esta es la raz6n por la cual usualmente el valor de L se res-
tringe a L < 50 %. En particular, en cada caso es mostrada la serie GSTA junto con la primer
componente reconstruida, g;. De nuevo observamos que mientras mds grande sea el valor de
L (L < 50 %), mayor sera el nimero de componentes reconstruidas que formarén parte de la
tendencia.
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Figura 1.15: Griéfica de las tendencias ajustadas a la serie GSTA asi como de las correspondientes
fluctuaciones para L = 20, 30 y 40 por ciento de la longitud de la serie. Note la semejanza entre las
tendencias y fluctuaciones para los diferentes valores de L mostrados aqui y a los resultados obtenidos
para los ejemplos vistos anteriormente para L = 10 % y L = 50 %.
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Figura 1.16: Grifica de la serie de tiempo GSTA asi como de la primer componente reconstruida,
g1, para diferentes valores de la dimensién de encajamiento L. Note que los resultados obtenidos para
L > 50 % del tamaiio de la serie son equivalentes a su contraparte para L < 50 % debido a la simetria
de la matriz de trayectoria X. Igualmente podemos apreciar de nuevo que mientras el valor de L es mds
grande (L < 50 %), mayor es el nimero de componentes reconstruidas a ser consideradas como parte

de la tendencia.



Capitulo 2

Teoria de matrices aleatorias (RMT)

La teoria de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) nos permite describir las
propiedades estadisticas de las fluctuaciones en los niveles de energia de sistemas cudnticos.
Su comienzo tuvo lugar en la década de los 50’s cuando Eugene Wigner, al estudiar los niveles
de energia de nucleos altamente excitados, encontré que dichos niveles eran estadisticamente
similares a los eigenvalores de una matriz Hermitica aleatoria. Desarrollos posteriores de la
teoria fueron llevados a cabo principalmente por F. J. Dyson, M. L. Mehta, C. E. Porter y N.
Rosenzweig. Una compilacion de los articulos méds importantes sobre RMT de esta época fue
llevada a cabo por Porter [39].

Los modelos nucleares nos permiten describir a la mayoria de los estados en la region de
baja energia del espectro de excitacion de un nucleo debido a que la densidad de niveles es
pequefia. Sin embargo, debido al rapido incremento de la densidad de niveles con la energia de
excitacion, lograr una descripcion detallada de los niveles de energia individuales a energias
mas altas (E/ ~ 6MeV) se vuelve cada vez mas dificil. Esta situacién motivé el desarrollo de
una teoria estadistica de los niveles de energia; la teoria de matrices aleatorias. En palabras de
Dyson: “La teoria estadistica no predecira la secuencia detallada de niveles en algtin nucleo,
pero describird la apariencia general y el grado de irregularidad en la estructura de niveles que
se espera ocurra en algun nicleo, la cual es demasiado complicada para ser entendida en de-
talle ... Imaginamos un nicleo complejo como una caja negra en la cual un gran nimero de
particulas estdn interactuando de acuerdo a leyes desconocidas. El problema es entonces defi-
nir en una forma matematicamente precisa un ensamble de sistemas en el cual todas la leyes
de interaccion posibles son igualmente probables”. Puesto que un sistema cudntico puede ser
representado por su correspondiente matriz Hamiltoniana, el ensamble de estados se traduci-
rd en un ensamble de matrices. Como veremos mds adelante, para la construccién de dichas
matrices Unicamente se tomardn en cuenta las simetrias del sistema tales como la invariancia
bajo inversion temporal o invariancia rotacional. Fuera de la restriccion anterior las entradas
de las matrices serdn variables aleatorias con una cierta distribucion de probabilidad, de ahi el

29
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nombre de matrices aleatorias. Diagonalizando estas matrices obtenemos los correspondientes
espectros de energia.

Si bien, en un principio RMT fue concebida para modelar sistemas con muchos grados de
libertad como los nucleos atdmicos, investigaciones posteriores demostraron también su utili-
dad en la descripcidn de sistemas con pocos grados de libertad. Una notable universalidad es
encontrada en las propiedades de fluctuacion de los niveles de energia de una amplia varie-
dad de sistemas tales como nucleos, atomos, moléculas, sistemas cadticos cuanticos, sistemas
desordenados e incluso cromodindmica cudntica on the lattice. RMT ha llegado a ser ademds
una herramienta muy importante en el estudio de las conexiones entre la fisica clésica y la
fisica cuantica. En este sentido, durante los ultimos 35 afios se han llevado a cabo numerosas
investigaciones con la finalidad de encontrar diferencias cualitativas entre sistemas cudnticos
cuyas contrapartes cldsicas son regulares y aquellos cuyas contrapartes cldsicas son cadticas.
En 1977 Berry y Tabor [40] propusieron que los espectros de sistemas cudnticos cuyos analo-
gos clasicos son integrables deberian exhibir propiedades de correlacion del tipo Poisson. Por
otra parte, en 1984 resultados empiricos llevaron a Bohigas, Giannoni y Schmit [1] conjeturar
que los espectros de sistemas cudnticos con contraparte cldsica cadtica exhiben propiedades
de correlacion modeladas por los ensambles Gaussianos cldsicos de RMT. El estudio de estos
sistemas es lo que se conoce como caos cudntico. Recientemente RMT ha encontrado nuevas
aplicaciones en muchos campos, tales como en el estudio de eigenespectros de matrices de
adyacencia de redes [41-43], y eigenespectros de matrices de correlacion empiricas en finan-
zas [44], el clima [45], y electro y magnetoencefalografia [46].

En RMT estamos interesados en estudiar las propiedades de fluctuacion de los espectros
cudanticos que son determinadas por las simetrias del sistema, denominadas propiedades loca-
les, las cuales son universales. Las propiedades de fluctuacién que no son determinadas por las
simetrias del sistema se conocen como propiedades globales y a diferencia de las propiedades
locales, no son universales. Un ejemplo de propiedad local es la distribucidon de los espacia-
mientos entre niveles vecinos, mientras que un ejemplo de propiedad global es la densidad
de niveles p(F). A fin de estudiar las propiedades locales es necesario deshacernos de las ca-
racteristicas no universales mediante un proceso denominado unfolding. El unfolding ademas
nos permite mapear el espectro original a uno nuevo tal que tenga un espaciamiento entre ni-
veles promedio uniforme igual a uno. Una vez llevado a cabo el unfolding podemos calcular
diversas medidas de fluctuacién espectral tales como la varianza del nimero de niveles 2 la
distribucién de espaciamientos del vecino mas cercano (NNSD), la estadistica A3, entre otras,
las cuales, como veremos, nos proporcionardn informacién acerca de las correlaciones entre
los niveles de energia o sus espaciamientos, lo que su vez nos dard informacién acerca de las
caracteristicas generales del espectro. Para dar validez estadistica, todas estas medidas son ob-
tenidas realizando un promedio sobre el ensamble de matrices aleatorias. Los resultados asi
obtenidos concuerdan con los obtenidos mediante un promedio espectral en el limite en que el
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numero de niveles tiende a infinito. Esto es referido como ergodicidad en RMT.

2.1. Ensambles Gaussianos clasicos

Los ensambles Gaussianos cldsicos de la teoria de matrices aleatorias modelan sistemas
cudnticos que poseen simetrias particulares. Estas simetrias imponen constricciones adiciona-
les sobre la estructura de la matriz Hermitica H representando el Hamiltoniano del sistema. En
la mecdnica cudntica de Schrodinger estandar existen tres posibles clases de simetria las cuales
son etiquetadas por el indice de Dyson 3, el cual indica la dimension del dlgebra subyacente
sobre la cual la matriz [ es construida. Asi, para denotar si los elementos de una matriz son
ndmeros reales (R), complejos (C) o cuaternidnicos (H), se emplea la notacién 5 = 1, 2, o 4,
respectivamente. LLa matriz Hamiltoniana de un sistema cudntico es simétrica real (8 = 1) si
el sistema es invariante bajo inversion temporal y i) sin importar cual sea su comportamiento
bajo rotaciones su momento angular total es entero (espin entero), ii) el sistema ademas es rota-
cionalmente invariante y tiene momento angular total semientero (espin semientero). Por otra
parte, si un sistema cudntico es invariante bajo inversion temporal pero no ante rotaciones y
tiene momento angular total semientero, entonces sus niveles de energia son doblemente dege-
nerados y su matriz Hamiltoniana es una matriz cuaternidnica real (5 = 4). Si el sistema no es
invariante bajo inversion temporal, independientemente de si es invariante o no ante rotaciones,
su Hamiltoniano es representado por una matriz Hermitica compleja (5 = 2).

En base a lo anterior definimos tres clases de ensambles de matrices aleatorias, denomi-
nados ensambles Gaussianos cldsicos: el ensamble ortogonal Gaussiano (GOE) definido en
el espacio de matrices simétricas reales, el ensamble unitario Gaussiano (GUE) definido en
el espacio de matrices Hermiticas y el ensamble simpléctico Gaussiano (GSE) definido en el
espacio de matrices Hermiticas auto duales o cuaternidnicas reales. Ademds de las tres cla-
ses de simetria, las propiedades que definen a estos ensambles Gaussianos cldsico de matrices
aleatorias H son:

a) Bajo cualquier transformacion H — A~'H A la probabilidad P(H )d[H| de que un siste-
ma de alguno de los ensambles Gaussianos clasicos pertenecera al elemento de volumen
dH debe ser invariante. En el caso de que H sea una matriz simétrica real la probabili-
dad P(H)d[H] es invariante ante transformaciones ortogonales, es decir, A es una matriz
del grupo ortogonal O(N). Es por esto que al ensamble de matrices simétricas reales se
le denomina ensamble ortogonal Gaussiano (GOE). Cuando H es una matriz Hermitica
la probabilidad P(H )d[H| es invariante ante transformaciones unitarias, es decir, A es
una matriz del grupo unitario U(N), y por esta razén al ensamble de matrices Hermi-
ticas se le llama ensamble unitario Gaussiano (GUE). Si H es una matriz cuaternioni-
ca real entonces la probabilidad P(H)d[H| es invariante bajo cualquier transformacién
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H — A“'HA donde A sea una matriz del grupo simpléctico unitario USp(2N). De
este modo al ensamble de matrices cuaternionicas reales se le conoce como ensamble
simpléctico Gaussiano (GSE), y por consiguiente las tres clases de simetria son referidas
como ortogonal, unitaria y simpléctica.

b) Los elementos de matriz no relacionados por las simetrias de la matriz son estadistica-
mente independientes, es decir, su funcidn de densidad de probabilidad conjunta es igual
al producto de las funciones de densidad de probabilidad individuales.

Las matrices H que conforman cada uno de los ensambles anteriores se dice que son alea-
torias en el sentido de que sus elementos de matriz independientes son asumidos a ser variables
aleatorias, es decir, son obtenidos aleatoriamente de la distribucion de probabilidad P(H ). Tal
distribucion es determinada por las dos condiciones a) y b) mencionadas anteriormente. Asi,
para asegurar que la distribucién de probabilidad P(H) de cada uno de los ensambles Gaussia-
nos cldsicos sea invariante bajo la transformacién apropiada, demandamos que P(H) dependa
solamente de las trazas de las potencias de H. Esto junto con el requisito de que los elemen-
tos de matriz sean estadisticamente independientes (al grado permitido por las simetrias de la
matriz) restringen la distribucién de probabilidad P(H) a la forma [47]

Py s(H) = Cy gexp <—§TrH2) 2.1)

donde la contante C'y5 asegura normalizacién y TrH? es la traza del cuadrado de la matriz H.
De la ecuacién anterior podemos ver que los elementos de matriz independientes tienen una
distribucién Gaussiana. Para ejemplificar esto, consideremos una matriz simétrica real de 2 x 2,
para la cual

1
Py (H) = Cy1exp (—§(H121 + H3, + 2H122)) (2.2)

lo cual muestra que cada elemento de matriz es una variable aleatoria con una distribucién
Gaussiana y la varianza de los elementos fuera de la diagonal es la mitad que la de los elemen-
tos diagonales. Distribuciones de probabilidad con una expresion més general son obtenidas
para otros ensambles en donde los elementos de matriz no son requeridos a ser estadisticamen-
te independientes. Es asi como las tres clases de simetria (ortogonal, unitaria o simpléctica)
junto con la densidad de probabilidad de la ecuacién (2.1) definen a los ensambles Gaussianos
clésicos.

Para construir una matriz del ensamble ortogonal Gaussiano, los elementos diagonales de
la matriz, H,,,, son obtenidos de una distribucién Gaussiana con promedio cero y varianza uno,
mientras que los elementos fuera de la diagonal, H,,, con m < n, son obtenidos de una dis-
tribuciéon Gaussiana con promedio cero y varianza igual a un medio. Los elementos restantes,
H,,, con m > n, son obtenidos haciendo uso de la simetria de la matriz, H,,, = H,,,. Para
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construir una matriz del ensamble unitario Gaussiano, los elementos diagonales, H,,,, también
son obtenidos de una distribucion Gaussiana con promedio cero y varianza igual a uno. Las
partes real e imaginaria de los elementos fuera de la diagonal, H,,, con m < n, son inde-
pendientes y cada una de ella es obtenida de una distribucién Gaussiana con promedio cero y
varianza igual a un medio. De nuevo los elementos restantes, H,,,, con m > n, son obtenidos
haciendo uso de la simetria de la matriz, H,,, = H,, . Una matriz del ensamble simpléctico
Gaussiano es construida con elementos cuaternionicos reales. Los espectros obtenidos al dia-
gonalizar las matrices de cada uno de los ensambles anteriores son mostrados en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Espectros de energia correspondientes a un espectro Poissoniano, algunas veces referido
también como GDE (linea roja rayada), un espectro GOE (linea azul continua),un espectro GUE (linea
morada punteada), y un espectro GSE (linea verde punteada y rayada). Los espectros corresponden a
promedios sobre un ensamble de n = 10 matrices.

En todos los casos mencionados los eigenvalores obtenidos al diagonalizar a la matriz alea-
toria H corresponden con los niveles de energia del sistema cudntico modelado, sin embargo
tales eigenvalores o niveles de energia no estdn distribuidos uniformemente. Esto se debe a que
la densidad de niveles p(F) no es una funcién universal puesto que depende de los detalles del
modelo de matriz aleatoria los cuales no son dictados por las simetrias. Antes de poder estudiar
las propiedades de fluctuacion es necesario deshacernos de este comportamiento no universal.
Los detalles del procedimiento son mostrados en la siguiente seccion.

2.2. Unfolding

Recordemos que lo que deseamos estudiar son las propiedades estadisticas de los espec-
tros cudnticos, las cuales a su vez, nos proporcionaran informacion acerca de las correlaciones
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entre sus niveles de energia. Sin embargo, queremos medir las correlaciones espectrales inde-
pendientemente de las propiedades globales del espectro. Asi, antes de que podamos estudiar
las propiedades de fluctuacion locales es necesario remover la densidad de niveles del espectro
mediante un proceso denominado unfolding.

Dado un espectro de un sistema cudntico, todos los niveles que tienen los mismos nimeros
cudnticos forman un subespectro. Denotaremos por F;, para ¢ = 1,..., N, las posiciones de
los niveles de energia para un determinado subespectro. Consideremos a p(FE), la densidad
de niveles F; como funcién de la energia F, es decir, el nimero de niveles contenidos en un
intervalo unitario de energia, la cual esta dada por

plE) = (B~ E) (2.3)

La correspondiente funcién cumulativa de niveles E;, N/ (E), la cual nos da el nimero de
niveles con una energia menor o igual a F, es

N(E) = / p(E')dE' (2.4)

—00

Por lo tanto, AV/(F) es una funcién escalén la cual se incrementa en una unidad cada vez
que £ = F;. Para ilustrar esto, consideremos los eigenvalores de una matriz del ensamble
GOE de dimensiéon N = 20, construida como fue descrito en la seccién anterior. La gréfica
de NV (E) para este ejemplo es mostrada en la Figura 2.2. Como se puede apreciar, la funcién
N (E) presenta un comportamiento promedio suave, N(F), el cual es indicado por la curva
continua de color rojo. De este modo podemos considerar a la funcién NV (E) como la suma de

esta parte suave A/(E) més una parte fluctuante /(E), tal que
N(E) =N(E)+ N(E) 2.5)

Para poder estudiar las fluctuaciones N (E), es decir, las fluctuaciones de la funcién NV(E)
alrededor de V' (E), es necesario contar con un procedimiento que nos permita separar apro-
piadamente la funcién A/(E) en una parte suave o global A'(E) y una parte fluctuante o local
N (E). En términos de la densidad de niveles p(E), necesitamos implementar un método de
suavizamiento de p(E) que nos permita obtener p(E), la densidad promedio de niveles E; co-
mo funcién de la energfa E, lo que a su vez nos permitird obtener N'( E), la funcién cumulativa
promedio de niveles F;, la cual nos da el nimero promedio de niveles con una energia menor
oigual a I, a través de la siguiente relacion

N(E) = / " p(E"dE' (2.6)

—00
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Figura 2.2: Griéfica de la funcion escalén N (F), asi como su comportamiento suave N (E)
(curva roja suave) para un espectro GOE con veinte niveles de energia.

La separaci6n anterior nos permitird ademds mapear el espectro /(i) a uno nuevo, €(i), tal
que

e = N(E,). @.7)

A diferencia de FE(i), el nuevo espectro resultante €(7), tendrd un espaciamiento promedio
uniforme igual a uno (<s;> = 1:;s; = €;41 — €), y las energias ¢; tendrdn una distribucién
uniforme. A este proceso de separar a la funcién A/ (E) en una parte suave y una parte fluctuante
como se sefiala en la ecuacién (2.5), y mapear al espectro F(i) por medio de la ecuacién (2.7)
se le conoce como unfolding. De esta forma N (¢), la funcién cumulativa de niveles ¢;, tendrd
una forma de escalera fluctuando a lo largo de una linea recta de pendiente igual a uno, tal
como se muestra en la Figura 2.3.

Una vez que hemos efectuado el unfolding es posible comparar las propiedades de fluc-
tuacion de sistemas con distintos comportamientos globales, como por ejemplo, comparar las
fluctuaciones en las posiciones de los niveles de energia entre niicleos con densidades de nive-
les diferentes, o incluso comparar sistemas totalmente diferentes tales como una secuencia de
nimeros primos y una secuencia de ceros de la funcion zeta de Riemann.

El unfolding es simple si existe una formula analitica para describir la densidad de niveles
global p(E) para el sistema bajo estudio. Por ejemplo, en en caso de billares, es posible separar
las propiedades globales de las propiedades locales de una manera precisa por medio de la
férmula de Weyl

N(E) = %(SE — LVE + K) (2.8)
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Figura 2.3: Funcién escalén unfoldeada N (€), correspondiente a la funcién escalén N (E) de
la Figura 2.2. La linea roja es una recta de pendiente igual a uno.

donde S es la superficie del billar y L su perimetro, mientras que K = 1. En el caso de
los ensambles Gaussianos clasicos Wigner derivé la densidad promedio de la secuencia de
eigenvalores de una matriz aleatoria, la cual esta dada por

5(E) = V2N — E? para |E| < V2N (2.9)
PEI= 0 para |E| > V2N '
La expresion anterior es conocida como la ley semicircular de Wigner y es valida para los tres
ensambles Gaussiano clasicos GOE, GUE y GSE en el limite N — oo. Al integrar la ecuacién
anterior obtenemos la siguiente funcién cumulativa promedio de niveles

N(E) = % (E\/ZN — E2 + 2Nsin™! (%) + WN) (2.10)

Sin embargo, una férmula analitica para p(E) en la mayoria de los casos es desconocida.
En la practica, para matrices de dimension finita, el procedimiento usual consiste en usar una
aproximacion suave, frecuentemente un polinomio de grado bajo arbitrario, a la funcion cu-
mulativa de niveles, N'(E), y asi obtener a N/(E). Una vez que hemos unfoldeado el espectro
de energias, es posible estudiar las fluctuaciones en el espectro de eigenvalores por medio de
una serie de estadisticas las cuales nos dardn informacién acerca de las correlaciones de corto
o largo alcance presentes en el espectro. Sin embargo, los resultados obtenidos pueden ser bas-
tante sensibles al procedimiento de unfolding empleado (en caso de ajustar un polinomio los
resultados pueden variar drasticamente dependiendo del grado del polinomio empleado).
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2.3. Medidas estadisticas de fluctuacion espectral

Una estadistica en RMT es una funcién la cual puede ser calculada a partir de una secuen-
cia de niveles. Las medidas estadisticas de fluctuacion espectral describen las correlaciones
entre dos o mas eigenvalores unfoldeados de los espectros de matrices aleatorias. Algunas de
las estadisticas comtinmente empleadas son la distribucion de espaciamientos del vecino mds
cercano (NNSD), la varianza del nimero de niveles Y2 y la estadistica As. El NNSD describe
las correlaciones entre dos eigenvalores consecutivos por lo cual se dice que es una medida
de fluctuacién espectral de corto alcance, mientras que medidas tales como X2 y As describen
las propiedades de correlacion entre un nimero mayor de eigenvalores razon por la cual se les
conoce como medidas de fluctuacién de largo alcance. Otras medidas para describir las fluctua-
ciones de nivel, las cuales no estudiaremos aqui, son la funcién de correlacion espectral de n
puntos R, (x1, ..., ), la cual describe las correlaciones entre n eigenvalores y es definida como
la distribucién de probabilidad conjunta para encontrar eigenvalores en x4, . .., z,, asi como
la funcién de agrupamiento de n niveles 7,,(z1, ..., x,), la cual describe las correlaciones de
n nivel puras donde las correlaciones de orden més bajo han sido sustraidas. A continuacién
describimos las primeras tres medidas de fluctuacion espectral mencionadas anteriormente.

2.3.1. Distribucion de espaciamientos del vecino mas cercano (NNSD)

La distribucion de espaciamientos del vecino mds cercanos (NNSD, por sus siglas en in-
glés) p(s) nos muestra como fluctiian los espaciamientos entre los niveles consecutivos de
energia unfoldeados alrededor del espaciamiento promedio. La distribucién p(s) es definida
como la densidad de probabilidad de que dos niveles unfoldeados adyacentes estén separados
por una distancia s. De este modo p(s)ds es la probabilidad de que s tenga un valor entre s y
s + ds. Equivalentemente, dado un nivel de energia en ¢, p(s)ds es la probabilidad de no haya
nivel en el intervalo (e, € + s) y tener un nivel en (e + s, € + s + ds).

Una vez que hemos unfoldeado el espectro de energias, para obtener la NNSD primero
calculamos los espaciamientos s; entre niveles consecutivos, €; y €11 es decir, calculamos
S; = €;+1 — €;, y posteriormente construimos un histograma con dichos espaciamientos. La dis-
tribucién que exhiban los espaciamientos serd determinada por las propiedades de correlacién
entre ellos. Por ejemplo, si las posiciones de los niveles de energia no estdn correlacionadas, la
distribucién de espaciamientos sigue una distribucién de Poisson, es decir, es de la forma

p(s) = exp(—s) (2.11)

La grafica de esta distribucion se muestra en la Figura 2.4. Note que la distribucién de
Poisson tiene su maximo en s = (, indicando que los espaciamientos pequefios tienen una ma-
yor probabilidad de ocurrencia (no hay repulsién de niveles). Esta tendencia de los niveles de
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energia a estar demasiado cerca es conocida como agrupamiento de niveles. Ha sido mostrado
que los espaciamientos entre los niveles de energia de sistemas cudnticos integrables con més
de un grado de libertad (con excepcion del oscilador arménico) no estén correlacionados [40],
y que la distribucién de espaciamientos del vecino mds cercano para tales sistemas es del tipo
Poisson.

Las distribuciones de espaciamientos para los ensambles Gaussianos cldsicos son muy si-
milares a las que Wigner derivé para los ensambles de matrices aleatorias de 2 x 2 [5,39], las
cuales también son mostradas en la Figura 2.4, en donde la distribucion correspondiente a GOE
es la curva continua azul, para GUE es la curva punteada morada y para GSE es la curva raya-
da y punteada verde; en los tres casos tales distribuciones excluyen degeneraciones, p(0) = 0.
Ademas, los eigenvalores unfoldeados de una matriz aleatoria estdn correlacionados y tienden
a repelerse unos a otros, por lo cual los espaciamientos pequefios son poco probables. A esta
tendencia de los niveles de energia a evitar agruparse se le conoce como repulsién de niveles.
Dicha repulsién se ha encontrado en los espectros de sistemas cudnticos con dos grados de
libertad y cuyos andlogos clasicos [48,49] son fuertemente cadticos.

Figura 2.4: Prediccidn tedrica para la distribucién de espaciamientos del vecino més cercano (NNSD)
para un sistema cuyos niveles de energia no estan correlacionados (linea roja rayada) y para las distribu-
ciones de espaciamientos de los ensambles Gaussianos cldsicos; GOE (linea azul continua), GUE (linea
morada punteada) y GSE (linea verde punteada y rayada).

Explicitamente, la distribuciéon de Wigner para los espaciamientos entre eigenvalores un-
foldeados de una matriz del ensamble ortogonal Gaussiano es
™ ™
p(s) = 55 €Xp <_ZS2) (2.12)

Note que cuando s — 0 la distribucion anterior decrece linealmente a cero. Es por esto que
la repulsion exhibida por los eigenvalores del ensamble ortogonal Gaussiano se dice que es
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lineal. La distribucion para los espaciamientos de los eigenvalores unfoldeados de una matriz
del ensamble unitario Gaussiano es

pa(s) = 2o exp (—éﬁ) (2.13)

En este caso cuando s — 0 la distribucion anterior decrece cuadriticamente a cero y es por
ello que la repulsion exhibida por los eigenvalores del ensamble unitario Gaussiano se dice que
es cuadratica. Los eigenvalores de una matriz del ensamble simpléctico Gaussiano exhiben una
repulsion cudrtica, ya que poseen la siguiente distribucion de espaciamientos

218 64
4 2
pa(s) = —=s"exp | —=—s (2.14)
(5) 3673 97

De esta manera vemos que la diferencia entre los tres ensambles Gaussianos clésicos es
notable para espaciamientos pequefios, puesto que en este caso p”(s) ~ s, es decir, mientras
mas grande sea el valor de S mas fuerte serd la repulsion entre los eigenvalores.

2.3.2. Varianza del niimero de niveles Y2

Una de las propiedades de los espectros debida a las correlaciones entre los espaciamientos
de nivel es la rigidez espectral. Se dice que un espectro es rigido si la fluctuacién del nimero
de niveles encontrados en un intervalo de energia de longitud dada, alrededor de su promedio
es muy pequeiia. Por otra parte, si los espaciamientos entre niveles no estan correlacionados se
dice entonces que el espectro es suave. De este modo el valor de la rigidez espectral reflejard
el grado de regularidad del espectro.

Una de las medidas de fluctuacion espectral que cuantifican la rigidez del espectro es la
denominada varianza del nimero de niveles, >2, la cual es definida como la varianza promedio
del nimero de niveles, n(L), encontrados en un intervalo unfoldeado de longitud L. De esta
forma tenemos que X2 estd dada por

= (n(L,€)*) — (n(L,¢))* (2.15)

donde n(L, €) cuenta el nimero de niveles en el intervalo [e,e + L] y (-) denota el promedio
sobre los puntos e, es decir, indica un promedio sobre el espectro. Para una secuencia de niveles
no correlacionados, como es el caso de un espectro Poissoniano, tenemos

Y3 (L) =L (2.16)
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Asi, para un espectro suave, la varianza del nimero de niveles 32 dentro de una ventana
de energias aumenta linealmente con el tamafio de la ventana. Para los ensambles Gaussianos
cldsicos y para valores de L grandes, el aumento de % es menor que lineal. En estos casos X2
depende logaritmicamente de L en la forma:

9 2 2
Yi(L) = = [log(27rL) +y+1- g} (2.17)
Ya(L) = % [log(2mL) + v — 1] (2.18)
2
Ya(L) = # [Iog(zle) +y+1+ %} (2.19)

donde v es la constante de Euler. Esta dependencia logaritmica indica que los espaciamientos
grandes y pequeifios no suceden al azar sino de una manera casi alternada, reflejando la rigidez
de los espectros.

233, Ag

Otra medida del grado de rigidez del espectro es obtenida por medio de la estadistica Ag
introducida por Dyson y Mehta [5-13]. Como vimos en la seccién tal, A/ (¢), la funcién cumu-
lativa de niveles ¢;, tiene una forma de escalera a lo largo de una linea recta de pendiente igual a
uno cuando consideramos la totalidad del espectro unfoldeado, sin embargo, en un subinterva-
lo, [€, € + L], la mejor aproximacion a la funcién N () serd, en general, una recta de pendiente
diferente a uno. La estadistica A3 es definida, para un intervalo unfoldeado [¢, € + L] de longi-
tud L, como la desviacién promedio de la funcién N (€) de la mejor linea recta ajustdndola por
el método de minimos cuadrados:

e+L
As(L) = % <1Xth / dz [N'(z) — Az — B]2> (2.20)

donde (-) denota el promedio sobre los puntos ¢, es decir, un promedio espectral. Para una L
dada, mientras mas pequefio sea A3, mas fuerte serd la rigidez. Para un espectro suave, es decir,
no correlacionado, sin repulsion de niveles tenemos

As(L) = L/15 (2.21)

Para los ensambles Gaussianos clésicos, al igual que con la varianza del nimero de nive-
les 2, Az(L), depende logaritmicamente de L para valores grandes de L. El valor para el
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promedio de ensamble de Az(L) es [3-22]:

donde 7 es la constante de Euler. Para el oscilador arménico el resultado es

1
Ag = —
5712

La relacion entre ¥%(L) y As(L) esta dada por [4-22]:

2

A3<L) = ﬁ

L
/ (L? = 2L%0 + £%) $*(¢)d¢
0
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(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Una forma préctica para calcular Az(L) sobre un intervalo dado [e, e + L] es la siguiente.
Definimos al centro del intervalo como nuestro origen, es decir, definimos ¢; = ¢; — (o + L/2),

y entonces calculamos

(2.27)
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Capitulo 3

Unfolding adaptado a los datos

3.1. Unfolding de ensambles de espectros mediante SVD

En este apartado consideraremos ensambles de espectros Poisson y GOE. Los espectros
serdn unfoldeados en una forma adaptada a los datos aplicando Singular Value Decomposition
(SVD) al ensamble, encontrando que las fluctuaciones estan caracterizadas por las siguientes
leyes de potencias

P(f) x5 3.1)
1

Otros resultados, tales como la reconstruccion de las medidas de fluctuacién tradicional (NNSD,
Yoy As), el estudio de espectros transicionales entre los limites Poisson y GOE, y el unfolding
de espectros individuales con una variante del SVD, el Singular Spectrum Analysis (SSA), se-
rén discutidos en el siguiente apartado.

Consideremos un ensamble de m = 1,..., M eigenespectros E™(n), cada uno de los
cuales consiste de n = 1,..., N niveles. Cada espectro es convenientemente acomodado en
una fila de la matriz X de dimensiones M x N, la cual puede ahora ser interpretada como una
serie de tiempo multivariada,

E(l)(l) E(I)(Q) E(l)(N)
E@1) E®2) ... E®(N)

X = : I (3.3)
E(M)(l) E(M)(Q) E(M)(N)

43
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Como vimos en la seccién 1.4 del Capitulo 1, SVD puede descomponer a la matriz X en la
siguiente forma

X =USV" =) o, 0] (3.4)
k=1

Asi, cualquier elemento de matriz de X puede ser escrito de la siguiente manera

r

Xon = 3 o4l Vi, (3.5)
k=1

Una fila de la matriz o una realizacién particular del espectro de excitacién £(™ (n) puede
entonces ser escrito como,

E™(n) =" arg™(n) (3.6)
k=1

donde g,im) (n) = GV}, . De esta forma es posible descomponer cada espectro como la suma

de componentes de series de tiempo g,gm) (n). Un espectro es una funcién monétona que tiene
una tendencia dominante, con fluctuaciones superpuestas que tipicamente son érdenes de mag-
nitud més pequefias. Consecuentemente, la variabilidad de un espectro serd debida principal-
mente a sus componentes de tendencia, las cuales estdn caracterizadas por varianzas parciales
A\t = 02 que son mucho mds grandes que las varianzas parciales asociadas a las componentes
de fluctuacién. Asi, en la ecuacién (1.20), podemos ser capaces de separar a la tendencia E(7)
de las fluctuaciones E(z) para cada uno de los espectros que conforman el ensamble, en una

forma adaptada a los datos, mediante

E(m)(n) = Z akg,im) (n) 3.7)
k=1

E™Mn)= > o™ (n) (3.8)
k=np+1

donde nT’ es el nimero de componentes a ser incluidas como tendencia.

En la Figura 3.1, son mostrados los resultados de aplicar SVD a ensambles GOE y Pois-
son con M = 100, 500, 2000 realizaciones E (m)(n), donde cada espectro contiene N = 2000
niveles. Para tomar en cuenta solo la parte central del espectro (dentro de dos desviaciones
estandar), 2.5 % de los niveles inferiores y superiores fueron descartados. Del scree diagram de
varianzas parciales ordenadas se sigue que A\; y A son 6rdenes de magnitud mds grandes que
las otras varianzas parciales, y que ellas son responsables de la mayor parte de la varianza total
Atot, tanto en el caso de GOE como de Poisson.



3.1. UNFOLDING DE ENSAMBLES DE ESPECTROS MEDIANTE SVD 45

A continuacion, seran presentados los resultados para tamafios de ensamble intermedios de
M = 500. Para M pequefio el rango de la ley de potencias es reducido, mientras que para
M muy grande la base {Vi,k = 1,...,r} puede llevar a una cola de varianzas parciales A
insignificantemente pequeiias en el scree diagram. Sin embargo, los resultados estadisticos son
independientes de la eleccion particular de M. Note que los vectores V), con k > 3 correspon-
den con los modos normales de fluctuacion de la referencia [50,51], los cuales fueron obtenidos
después de un paso de unfolding previo. En la presente contribucidn, tanto los vectores base
de la tendencia Vi, V5 y los vectores base de fluctuacién Vi, (k > 3) son obtenidos durante
el unfolding adaptado a los datos mismo. No hay diferencia formal entre los vectores base de
tendencia y fluctuacién, més que los primeros se comportan monétonamente. También en [51],
fue establecido que un procedimiento de unfolding apropiado deberia reflejar la escala espec-
tral la cual es relevante para las propiedades fisicas en cuestion, y que tal escala no siempre
es aparente con el procedimiento de unfolding usual. En el contexto de la determinacién de la
tendencia de series de tiempo no estacionarias, es sabido que sin una referencia a una escala
particular, la tendencia serd confusamente mezclada con las fluctuaciones locales [52]. En la
presente contribucion, las diferentes escalas de los modos de tendencia y fluctuacion se siguen
directamente del scree diagram de varianzas parciales ordenadas .

También en la Figura 3.1, se muestran los resultados para una realizacion particular de un
espectro Poisson y GOE, para la densidad de niveles promedio p(E), las fluctuaciones £E™ (n),
y el correspondiente espectro de potencias de Fourier P( f), después de la separacién adaptada
a los datos de los modos de tendencia y fluctuacion descrita anteriormente. Puede ser mostrado
que en caso GOE, la densidad de niveles global p( E') ha convergido a la ley semicircular asin-
tética. Por otra parte en el caso Poisson, la distribucion Gaussiana no describe bien la densidad
de niveles global. Asi, si bien una férmula analitica es conocida para describir la densidad de
niveles global en el caso asintético, aqui no puede ser aplicada para llevar a cabo el unfolding
de la presente matriz de dimension finita. Por otra parte, la densidad de niveles global p(E)

puede ser determinada en una forma adaptada a los datos como la densidad p(E) de la apro-

ximacién de tendencia suave £ (n) a un espectro especifico de interés. Puede ser visto que
p(E) describe bien la densidad de niveles global tanto en el caso Poisson como GOE. Después,
en la misma figura, son mostradas las fluctuaciones de nivel Em) (n) de un espectro Poisson
y GOE particular, de acuerdo con la ecuacion (3.7), con ny = 2 componentes de tendencia
como claramente se sigue del scree diagram. Finalmente, el espectro de potencias de Fourier
es presentado para las fluctuaciones de nivel mostradas. Puede ser visto que el espectro de po-
tencias obedece la ley de potencias de la ecuacién (3.1) con S = v = 2 en el caso Poisson, y
B =~ = 1 en el caso GOE. Esta ley de potencias es incluso mds aparente si el espectro de
potencias es promediado sobre todas las realizaciones m = 1, ..., M del ensamble. Note que
cerca de la frecuencia médxima f = N/2 (frecuencia de Nyquist), hay una desviacién de la ley
de potencias, como fue descrito previamente en la referencia [53].
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Figura 3.1: Resultados del unfolding adaptado a los datos con SVD de un ensamble de m = 1... M
espectros E(m) (n) conn = 1...N niveles para el caso Poisson (imagen izquierda) y el caso GOE
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(imagen derecha), usando M = 100, 500,2000 and N = 2000. En la primer fila de imagenes se
muestra el scree diagram de las varianzas parciales ordenadas A\, de las cuales A\; y A2 corresponden
a la tendencia B (n), mientras que A, con k = 3...r corresponden a las fluctuaciones E(™ (n)
y siguen una ley de potencias \;, o 1/k7 con v = 2 (Poisson) y v = 1 (GOE). La varianza total
Atot = D1 Ak €s proporcional al tamafio del ensamble M. En la segunda fila de imagenes se muestra
la densidad de niveles p(E) (histograma), comparada a la densidad promedio analitica p(E') (linea gris
continua), y a la densidad promedio adaptada a los datos p(E) (linea negra punteada). En la tercera fila
se muestran las fluctuaciones E(™) (n). En la fila inferior es mostrado que el correspondiente espectro
de potencias de Fourier sigue una ley de potencias P(f) o< 1/f% con f = v = 2 (Poisson) y f =y = 1
(GOE), mostrado para un espectro particular (curva gris) y para el promedio sobre el ensamble (curva
negra).

En la Figura 3.2 puede ser visto que los vectores base asociados V; y V5 se comportan mo-
nétonamente. Basados en estos argumentos, puede ser concluido que los primeros dos vectores

constituyen los estados base para la tendencia B (n) de cada una de las realizaciones del en-
samble de Poisson y GOE, ver ecuacion (3.7). Por otra parte, las varianzas parciales de orden
mads grande A\ con 3 < k < r se comportan como la ley de potencias de la ecuacién (3.2) con
v ~ 2 (Poisson) y v ~ 1 (GOE), tal que ya durante el procedimiento de unfolding uno puede
distinguir entre los dos casos. Los vectores Vj, asociados a las varianzas parciales de orden
mds grande, oscilan, y ellos constituyen los vectores base para las fluctuaciones £™ (n), ver
ecuacion (3.8). Puede ser apreciado que mientras mas grande sea el nimero de realizaciones
M que contiene el ensamble més grande llega a ser la varianza del ensamble \;,;, y mds grande
el nimero de componentes r en los cuales cada espectro es descompuesto.
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Figura 3.2: Los vectores V}, constituyen una base ortonormal para el ensamble X de la ecuacién (1.14).
Los primeros 8 vectores Vj, son mostrados, (a) para el caso Poisson, y (b) para el caso GOE. Los vectores
V1 y V4 son monétonos y sirven como una base para la tendencia E(m) (n) de todas las realizaciones
m = 1... M del ensamble. Los vectores de orden mas alto Vj, con k = 3...r oscilan y sirven como
una base para las fluctuaciones E(™) (n).
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3.2. Unfolding de espectros individuales mediante SSA

Cuando aplicamos el SSA a un espectro de RMT entonces, de acuerdo a la ecuacién
(1.26), la secuencia de energia F (i) = {E;,..., Ex} puede ser descompuesta como F(i) =
S F_, gx(i). Asi, la parte correspondiente a la tendencia,

E(i) = Z gi(1), (3.9)

es separada de la parte fluctuante,

E@) = Y gi) (3.10)

k:nT+1

y el nimero de componentes a ser incluidos en la tendencia, np, es definido en una manera
adaptada a los datos identificando las varianzas parciales dominantes A\, con k = 1,... ny.
Este destendenciamiento corresponde al primer paso del procedimiento de unfolding. Ya du-
rante este paso, se verd que la parte fluctuante obedece una la ley de potencias A\, ~ 1/k7 con
k = np4q, ..., L, distinguiendo entre espectros suaves (7 ~ 2) y espectros rigidos (v ~ 1).
Ahora, las técnicas especializadgs del anélisis de senales estudiadas anteriormente, pueden ser
aplicadas a la parte fluctuante F'(i) para caracterizar la estadistica de las fluctuaciones. Una
ventaja de usar medidas de fluctuacion basadas en series de tiempo, tales como el andlisis es-
pectral de Fourier o el andlisis de fluctuacién destendenciada (DFA), es que E'(i) no necesita
ser reescalado previo al anélisis, debido a que en el caso del comportamiento de ley de poten-
cias, la escala es absorbida en el offset, mientras que la informacién sobre las correlaciones es
codificada en el exponente de la ley de potencias, como se verd mds adelante. En principio, si
uno pudiera unfoldear tanto la funcién escalén AV (E) como la secuencia de energias F(i) de
un eigenespectro dado sin ambiguedades, las fluctuaciones obtenidas, A (E)y E (i), respecti-
vamente, serian estadisticamente similares. La diferencia mds importante es que las primeras
fluctuaciones estin destendenciadas y reescaladas, mientras que las ultimas fluctuaciones estan
solamente destendenciadas.

Las medidas de fluctuacion espectral tradicionales como la distribucién de espaciamientos
del vecino mas cercanos (NNSD), y la estadistica As, requieren un reescalamiento explicito
previo de los niveles de energia. Tal reescalamiento es logrado proyectando las energias de
excitacion sobre una aproximacién suave N'(E) a la funcién de densidad cumulativa o funcién
escalén N (E), ver ecuacion (2.7). En el presente trabajo, esta tendencia suave es obtenida en
una forma adaptada a los datos, y una vez obtenida lo que se hace es ajustar una recta entre
cada dos puntos adyacentes de la tendencia ajustada a la funcién escalén. Después de esto, las
energias F; son proyectadas por medio de dichas rectas, tal como se muestra en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Grifica de la funcién escal6n para los primeros diez elementos de una secuencia de energias
E(i) (puntos azules), asi como de los puntos correspondientes a la tendencia de la misma obtenida
mediante la aplicacion del SSA a E(i) (puntos rojos). Los puntos negros corresponden a la proyeccién
de la funcién escalén N (E) sobre las rectas ajustadas entre dos puntos consecutivos correspondientes
a la tendencia. Al proyectar los puntos negros sobre el eje vertical unfoldeamos el espectro F(i) al
espectro €(1).

A continuacién mostramos los resultados de aplicar el SSA a los espectros de un ensamble
de n = 10 matrices GOE de dimension N x N, con N = 2000. A fin de tomar en cuenta
solamente la parte central del espectro (dentro de una desviacion estdndar), hemos descartado
el 16 % de los niveles mds bajos y también de los niveles mas altos. La Figura 3.4 muestra
el diagrama de varianzas parciales A\, del SSA para tres diferentes valores de la dimensién
de encajamiento, a saber, L = N /20, N/4, N/2. En los tres casos, las primeras dos varianzas
parciales mas grandes,\; y Ao, se apartan notablemente del resto. Estas varianzas parciales co-
rresponden a las componentes reconstruidas gy (i) que poseen la mayoria (> 99.99 %) de la
varianza de la serie de tiempo generalizada original E(i). Las componentes anteriores, por lo
tanto, constituyen la tendencia (comportamiento promedio) de la secuencia de energias E/(i). El
resto de las varianzas parciales \; (kK = 3, ..., L) se comportan siguiendo una ley de potencias
caracterizada por el exponente v ~ 1. La suma de las componentes reconstruidas correspon-
dientes a estas varianzas parciales més pequenos constituyen las fluctuaciones locales de los
niveles de energia alrededor de la tendencia. Asi, la secuencia de energias £/(7) ha sido des-
compuesta en una parte global £ (i) y una parte localmente fluctuante E (i), de acuerdo a las
ecuaciones (3.9) y (3.10).

Es notable que el nimero de componentes a ser incluidas en la tendencia, np, asi como 7,
no dependen del valor de L. Para un valor de L muy grande (L ~ N/2) la descomposicion in-
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cluye un gran nimero de varianzas parciales insignificantemente pequefias, mientras que para
L muy pequeiio (L ~ N/20), el rango sobre el cual el comportamiento de ley de potencias es
observado se reduce. Elegiremos un valor de L intermedio, a saber L = N/4. En la Figura 3.5,

20
16

Logyg A(D)

Logyo |

Figura 3.4: Diagrama de varianzas parciales \j
obtenidos al aplicar el SSA a los espectros de un
ensamble de n = 10 matrices GOE de dimen-
sion N x N (N = 2000). Las varianzas parcia-
les A1 y Ao indican que las componentes recons-
truidas g1 (i) y g=(¢) corresponden a la tendencia
de la secuencia de energias F/(i). El resto de va-
rianzas parciales A\ (k = 3, ..., L) siguen una
ley de potencias con exponente v ~ 1, indepen-
dientemente de la dimension de encajamiento L.
Para facilitar la comparacion de los resultados,
los cuales corresponden a promedios sobre el en-
samble, las graficas para cada valor de L, han si-
do recorridas verticalmente.

Log,, P(f)

Figura 3.5: Espectro de potencias de la serie de
fluctuaciones (secuencia de energias destenden-
ciada) E(i), correspondiente al mismo ensamble
de matrices GOE descrito anteriormente. El es-
pectro sigue una ley de potencias caracterizada
por el exponente 8 ~ v = 1, cuando nT = 2,3
o 10 describen la tendencia. El espectro azul co-
rresponde al espectro de una sola matriz mientras
que el espectro negro corresponde al promedio
sobre el ensamble. Para facilitar la comparacién
de los resultados, las gréficas para cada valor de
nT’, han sido recorridas verticalmente.

es mostrado el espectro de potencias de Fourier de la serie de fluctuaciones E (1) para el mis-
mo ensamble de matrices GOE. Los resultados son mostrados para n1' = 1,2,3 y 10. Lo que
podemos observar es que cuando incluimos dos o mas componentes en la tendencia, la serie de
fluctuaciones corresponde con ruido 1/ f caracterizado por § = 1, independientemente del va-
lor de nT". Solamente el rango sobre el cual la ley de potencias es observada disminuye cuando
mds componentes son incluidas en la tendencia. En la Figura 3.6 se muestran los resultados
del andlisis DFA del ensamble de matrices GOE. Recordemos que el DFA estudia la desvia-
cion estandar promedio F'(¢) alrededor de una tendencia lineal local, en funcién de una cierta
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escala o ventana de observacién /. Se sabe que para GOE, F'({) obedece una ley de potencias,
es decir, F'({) ~ £%, con o = 1. En la imagen se muestran resultados de aplicar el DFA a la
serie de fluctuaciones E(z) connl = 1,2,3y 10 componentes incluidas en la tendencia. Para
nT > 2 vemos de nuevo que las fluctuaciones se comportan como ruido 1/f (o ~ 1) y que el
rango sobre el cual la ley de potencias es observada disminuye cuando mas componentes son
incluidas en la tendencia. En la Figura 3.7 mostramos la distribucién de espaciamientos del
vecino mds cercano (NNSD) para el ensamble de matrices GOE. La distribucion de Wigner,
ecuacion 2.12, es obtenida para este caso.

8f | 3 Ny

\l

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

g o

w

Log,o F(¢)
N

1 L = N/4
0.5 =2
0

= N
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Figura 3.6: Resultados de aplicar el Andlisis de
Fluctuacién Destendenciada (DFA) a la serie de
fluctuaciones (secuencia de energias destenden-
ciada) E(i) del ensamble de matrices GOE. Se
observa un comportamiento de ley de potencias
con o ~ 1 para nT' = 2,3 6 10. Para facilitar la
comparacion de los resultados, los cuales corres-
ponden a promedios sobre el ensamble, las gri-
ficas para cada valor de n’T’, han sido recorridas
verticalmente.

Figura 3.7: Distribucién de espaciamientos del
vecino més cercano (NNSD) del ensamble de
matrices GOE, calculada a partir de los espacia-
mientos destendenciados (espaciamientos de la
serie de energias destendenciada) y reescalados
(es decir, mapeados sobre la interpolacion lineal
de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energias original). El histogra-
ma mostrado sigue una distribucién de Wigner
(linea azul continua) y corresponde a nT" = 2.
Los resultados corresponden a promedios sobre
el ensamble.

A continuacion se describen los resultados de aplicar el SSA a los espectros de un ensamble
de n = 10 matrices GDE de dimensiéon N x N, donde N = 2000. El diagrama de varianzas
parciales \; de la Figura 3.8 muestra también que las varianzas parciales mds grandes, \; y Ao,
se destacan del resto, y en consecuencia, las componentes reconstruidas gi(7), correspondien-
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tes a estas varianzas parciales, describen el comportamiento global de la secuencia de energias
E(i). Aquellas varianzas parciales que no forman parte de la tendencia A, (k = 3,..., L), al
igual que en el caso de GOE, también siguen una ley de potencias pero caracterizada por y ~ 2.
La Figura 3.9 muestra el correspondiente espectro de potencias de Fourier. Aqui podemos ver
que tanto la tendencia como la serie de fluctuaciones E(i) corresponden con un espectro de
potencias Browniano (3 & 2) y que de nuevo, ningin cambio apreciable, mas que en el rango
de escalamiento, es observado cuando el pardmetro n1" es variado. Los resultados del andlisis
DFA mostrados en la Figura 3.10, nos dicen que F'(¢) también sigue una ley de potencias,
independientemente del nimero de componentes incluidas en la tendencia, pero caracterizada
ahora por a« = 1.5, lo cual confirma el comportamiento cercano al ruido Browniano de las
fluctuaciones. Finalmente la Figura 3.11 muestra la distribucién de espaciamientos del vecino

mads cercano obtenida. Dicho histograma corresponde a una distribucion de Poisson, ecuacion
(2.11).

Logq A(D)
Log,, P(f)

Logyg i

Figura 3.8: Diagrama de varianzas parciales A
obtenidos al aplicar el SSA a los espectros de un
ensamble de n = 10 matrices GDE de dimensién
N x N,donde N = 2000. Las varianzas parcia-
les A1 y Ao indican que las componentes recons-
truidas g1 (i) y g2(i) corresponden a la tendencia
de la secuencia de energias F (7). El resto de va-
rianzas parciales A\ (k = 3,..., L) siguen una
ley de potencias con exponente v ~ 2, indepen-
dientemente de la dimensién de encajamiento L.
Los resultados corresponden a promedios sobre
el ensamble

Figura 3.9: Espectro de potencias de la serie de
fluctuaciones E/(), correspondiente al ensamble
de matrices GDE. El espectro sigue una ley de
potencias caracterizada por el exponente 3 =~
v ~ 2, sin importar el numero de componen-
tes nT" a ser incluidas en la tendencia. El espec-
tro azul corresponde al espectro de una sola ma-
triz mientras que el espectro negro corresponde
al promedio sobre el ensamble.
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Figura 3.10: Resultados de aplicar el Andlisis
de Fluctuacién Destendenciada (DFA) a la serie
de fluctuaciones E(i) del ensamble de matrices
GDE. Se observa un comportamiento de ley de
potencias con o ~ 1,5 para nT' = 2, 3. Los re-
sultados corresponden a promedios sobre el en-
samble.

Figura 3.11: Distribucién de espaciamientos del
vecino mas cercano (NNSD) del ensamble de
matrices GDE, calculada a partir de los espacia-
mientos destendenciados y reescalados. El histo-
grama muestra una distribucién de Poisson (linea
roja rayada) y corresponde a n7' = 2. Los resul-
tados corresponden a promedios sobre el ensam-
ble.
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3.2.1. Interpolacion entre ensambles Gaussianos clasicos

La amplia aplicabilidad de los resultados derivados para los ensambles de matrices alea-
torias a problemas fisicos aparentemente no conectados con ellos, justifica también el interés
en ensambles que interpolan entre los ensambles Gaussianos. En este apartado aplicaremos el
SSA a diferentes modelos que, dependiendo del valor de ciertos pardmetros, consiguen des-
cribir las estadisticas de interés en situaciones intermedias entre los ensambles Gaussianos
cldsicos anteriormente vistos.

Interpolacion entre GDE y GOE

Comenzamos con un modelo propuesto en 1984 por T. H. Seligman et. al. [54] y que inter-
pola entre la estadistica de Poisson y la estadistica de GOE. Se trata de un modelo de matrices
aleatorias definido como un ensamble ortogonal Gaussiano cuyos elementos de matriz M;;,
son modificados por el factor e~ (=9)*/¢*  Podemos ver que los elementos diagonales no son
afectados por dicho factor y que cuando € = 0 obtenemos la estadistica de Poisson, puesto que
la matriz resultante es diagonal. Cuando € — oo obtenemos la estadistica de GOE. De esta ma-
nera al tomar, 0 < € < oo, logramos una interpolacién entre ambos casos limite y obtenemos
las correspondientes estadisticas intermedias.

En la Figura 3.12 mostramos los diagramas de las varianzas parciales )\, obtenidos al apli-
car el SSA a los espectros de un ensamble de n = 10 matrices de dimension N = 2000, y
cada uno con un diferente valor del pardmetro €, a saber, e = 0.1, 25,100, 200 y 700. De nue-
vo, solamente tomamos en cuenta la parte central del espectro y descartamos el 16 % de los
niveles de energia mds bajos y mds altos. El diagrama de varianzas parciales \; es calculado
para una dimension de encajamiento L. = N/4. Podemos observar que, en todos los casos,
las dos varianzas parciales més grandes A\, (k = 1,2) se separan notablemente del resto. Ast,
como hemos sefialado anteriormente, las correspondientes componentes reconstruidas g (7)
(k = 1,2), constituyen la tendencia de la secuencia de energias F(i). Las varianzas parciales
restantes A\, (k = 3, ..., L) siguen una ley de potencias cuyo exponente ~y varia en funcién del
pardmetro €, tomando valores que varfan entre v ~ 2 (¢ = 0.1) y 7 = 1 (¢ = 700), logrando as{
una interpolacion entre la estadistica de Poisson y la estadistica de Wigner, respectivamente.
En la Figura 3.13 se muestra el espectro de potencias de Fourier! de la serie de fluctuaciones
(secuencia de energias destendenciada), F/(i), correspondiente a cada uno de los ensambles
descritos anteriormente. Para e = 0.5 las fluctuaciones corresponden con la estadistica de Pois-
son, ya que poseen un espectro de potencias Browniano (5 ~ 2). Por otra parte, en el caso
de € = 700, la serie de fluctuaciones se aproxima al ruido 1/f (8 ~ 1), correspondiendo a la
estadistica de GOE. Un valor de 3 = 1.54 se obtiene para ¢ = 25. Notemos que los valores del

'Debido a que en el siguiente apartado estudiaremos el asi llamado ensamble 3-Hermite, de aqui en adelante
denotaremos al exponente de la densidad espectral 3 como 3’
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exponente 3y los del exponente y para cada uno de los valores de ¢ son muy similares. En la
Figura 3.14 mostramos los resultados del andlisis DFA de la serie de fluctuaciones, F(7), para
los diferentes ensambles. Para ¢ = (0.1 el comportamiento de las fluctuaciones es cercano al
ruido Browniano (« ~ 1.5), mientras que para ¢ = 700 las fluctuaciones se comportan como
ruido 1/f (a = 1). En el Cuadro 3.1 se muestran los resultados, para un rango méds amplio de
valores del pardmetro €, del exponente v de la ley de potencias exhibida por las varianzas par-
ciales del SSA, del exponente (3 calculado directamente del espectro de potencias de Fourier,
al cual ahora denominamos [pg y del exponente Spr 4. La grafica de estos datos se muestra en
la Figura 3.15. En la figura 3.16 mostramos la distribucién de espaciamientos del vecino mds
cercano (NNSD), calculada a partir de los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de
la serie de energias destendenciada) y reescalados (es decir, mapeados sobre la interpolacion
lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a la secuencia de energias original, véase
Seccidn 3.2), para € = 0.1, 25, 100, 200, 700, 1000, 2000 y 10000. De acuerdo a estos histogra-
mas podemos observar una interpolacion completa entre la distribucién de Poisson (e = 0.1) y
la distribucién de Wigner para un valor de ¢ > 100.
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Figura 3.12: Diagramas de varianzas parciales Ay (k = 1,..., L) obtenidos al aplicar el SSA a los
espectros de un ensamble de n = 10 matrices de dimension N x N, (N = 2000) para diferentes
valores del pardmetro €. En todos los casos A; y A2 se apartan notablemente del resto de varianzas
parciales indicando que las respectivas componentes constituyen la tendencia de la secuencia de energias
E(i). Cuando k = 3, ..., L, \j, sigue una ley de potencias caracterizada por el exponente . Al variar €
conseguimos una interpolacién entre la estadistica de Poisson (v ~ 2) y la estadistica de GOE (v ~ 1).
Para facilitar la comparacién de los resultados, los cuales corresponden a promedios sobre el ensamble,
las graficas para cada valor de € han sido recorridas verticalmente.
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Figura 3.13: Espectro de potencias de la serie
de fluctuaciones (secuencia de energias desten-
denciada) E(i) en funcién del pardmetro €. Se
observa un escalamiento de ley de potencias ca-
racterizado por 3. Los valores de 5 son muy si-
milares a los resultados obtenidos para -y, y por lo
tanto también describen una interpolacion entre
la estadistica de Poisson (8 ~ 2) y la de GOE
(B =~ 1). Para facilitar la comparacion de los
resultados, los cuales corresponden a promedios
sobre el ensamble, las gréficas para cada valor de
€ han sido recorridas verticalmente.
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Figura 3.14: Resultados de aplicar el Andlisis
de Fluctuacion Destendenciada (DFA) a la serie
de fluctuaciones (secuencia de energias desten-
denciada) E/(7) para distintos valores del para-
metro €. Los valores de « varfan entre o =~ 1.5
(ruido Browniano) para ¢ = 0.1 y @ =~ 1 (rui-
do 1/f) para ¢ = 700. Utilizando la relacion
Bpra = 1 — 2a, podemos ver en el Cuadro 3.1
que los resultados de Spr4 concuerdan con los
valores encontrados para v y Spg. Para facilitar
la comparacién de los resultados, los cuales co-
rresponden a promedios sobre el ensamble, las
gréficas para cada valor de € han sido recorridas
verticalmente.
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€ Y Bprs | Bora
0.1 2.01]197|1.97

25 1.54]1.61|1.53
100 1.3711.39 | 1.31
200 1.2411.25 | 1.21
400 1.18 1 1.16 | 1.14
700 1.11 | 1.11 | 1.15
1000 |1.11|1.17|1.12
2000 |1.12]1.13|1.17
10000 | 1.10 | 1.12 | 1.12

Cuadro 3.1: Valores de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energias
destendenciada) E(7); v, Bps ¥y Bpra en funcién del pardmetro €. Los resultados corresponden a pro-
medios sobre el ensamble. La grafica de estos datos se muestra en la Figura 3.15.

S S S Br—
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€

Figura 3.15: Griéfica de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energias
destendenciada) E(i); v (linea morada continua), Spg (linea azul rayada) y Spra (linea roja punteada)
en funcion del pardmetro €. Los resultados corresponden a promedios sobre el ensamble.
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Figura 3.16: Distribucién de espaciamientos del vecino mds cercano (NNSD), calculada a partir de
los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de la serie de energias destendenciada) y reesca-
lados (es decir, mapeados sobre la interpolacién lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energias original). Los histogramas muestran una interpolacion entre la estadistica de
Poisson (linea roja rayada) y la estadistica GOE (linea azul continua). De acuerdo a estos histogramas
una interpolacion entre espectros GDE y Poissonianos se logra para un valor de ¢ > 100, sin embargo
en la Figura 3.17 es mostrado que en realidad no es asi. Los resultados corresponden a promedios sobre
el ensamble.
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Figura 3.17: Interpolacién entre espectros Poisson y GOE al variar el pardmetro € del modelo propuesto
por T. H. Seligman et. al. [54] Una interpolacion completa (de acuerdo a la Figura 2.1) desde un espectro
GDE a uno GOE se logra para valores muy grande de € (¢ =~ 10000).

Ensamble Beta-Hermite

El ensamble S-Hermite, definido por Dumitriu y Edelman [55], es un continuo de ensam-
bles los cuales amplian a los ensambles Gaussianos clasicos estudiados previamente. El en-
samble S-Hermite es un ensamble de familias de matrices aleatorias tridiagonales simétricas y
reales. Su distribucion de eigenvalores es idéntica a aquellas de el GDE, el GOE, el GUE y el
GSE para 5 = 0, 1, 2, 4, respectivamente, por lo tanto, las caracteristicas de las fluctuaciones de
este ensamble coinciden con aquellas de un ensamble Poissoniano y los ensambles Gaussianos
clasicos, para los correspondientes valores de 5. De esta forma, al tomar valores intermedios de
5, entre los mencionados anteriormente, es posible estudiar la interpolacion entre los diversos
ensambles. La Figura 3.18 muestra los espectros obtenidos mediante este ensamble.
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Figura 3.18: Espectros de energia de acuerdo al ensamble Beta-Hermite. Espectro Poissoniano (8 =
0.0001), espectro GOE (5 = 1), espectro GUE (8 = 2) y espectro GSE (8 = 4). Note la similitud de
estos resultados con los mostrados en la Figura 2.1. Los espectros corresponden a promedios sobre un

ensamble de n = 10 matrices.

Una matriz aleatoria de N x N del ensamble S-Hermite es definida como:

Hy  Hyp/V?2 0 .
Hiy/v/2  Hyp  Ho/V2 -
0 Hy3/v/2  Has

My s = . :
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0
0 0
0 0
Hy o n-2 HN—2,N—1/\/§

Hy an1/V2  Hy iy
0 Hy 1n/V2

o

0
Hy 1n/V2
Hyn

Los 2N — 1 elementos de matriz distintos son variables aleatorias independientes. Los
elementos diagonales, H;; (i = 1,..., N), son variables aleatorias con una distribucién Gaus-
siana de promedio cero y varianza igual a uno. Los elementos fuera de la diagonal, H; ;14
(j =1,...,N — 1), tienen una distribucién y con j/ grados de libertad. En algunas ocasiones
se suele multiplicar la matriz anterior por algin factor de escala o, el cual hemos tomado a ser
igual a uno. A continuaciéon mostramos los resultados de aplicar el SSA a los espectros de un
ensamble de n = 10 matrices de dimension N x N, (N = 2000) para diferentes valores del

pardmetro [3.
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Figura 3.19: Interpolacién entre los espectros Poisson y GOE al variar el pardametro 5 del ensamble
S —Hermite propuesto por Dumitriu y Edelman [55].
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Figura 3.20: Diagramas de varianzas parciales Ay (k = 1,..., L) obtenidos al aplicar el SSA a los
espectros de un ensamble de n = 10 matrices de dimension N x N, (N = 2000) para diferentes valores
del parametro 3. En todos los casos A y Ao se apartan notablemente del resto de varianzas parciales
indicando que las respectivas componentes constituyen la tendencia de la secuencia de energias (7).
Cuando k£ = 3,...,L, )\ sigue una ley de potencias caracterizada por el exponente 7. Al variar /3
conseguimos una interpolacién entre la estadistica de Poisson (v =~ 2) y la estadistica de GOE (v ~ 1).
Para facilitar la comparacién de los resultados, los cuales corresponden a promedios sobre el ensamble,
las graficas para cada valor de 8 han sido recorridas verticalmente.
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Figura 3.21: Resultados de aplicar el andlisis
de fluctuacién destendenciada (DFA) a la serie
de fluctuaciones (secuencia de energias desten-
denciada) E/(i) para distintos valores del paré-
metro 3. Los valores de « varian entre o =~ 1.5
(ruido Browniano) para § = 0.0001 y o =~ 1
(ruido 1/f) para 8 = 1. Utilizando la relacién
Bppa = 1—2a, podemos ver en el Cuadro 3.2.1
que los resultados de 37,4 concuerdan con los
valores encontrados para vy Spg. Para facilitar
la comparacién de los resultados, los cuales co-
rresponden a promedios sobre el ensamble, las
graficas para cada valor de 8 han sido recorridas
verticalmente.
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Figura 3.22: Espectro de potencias de la serie
de fluctuaciones (secuencia de energias desten-
denciada) E(i) en funcién del pardmetro /3. Se
observa un escalamiento de ley de potencias ca-
racterizado por 3’. Los valores de /3’ describen
una interpolacién entre la estadistica de Poisson
(8 ~ 2)ylade GOE (8’ ~ 1). Para facilitar
la comparacién de los resultados, los cuales co-
rresponden a promedios sobre el ensamble, las
graficas para cada valor de 5 han sido recorridas
verticalmente.
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P(s)

Figura 3.23: Distribucién de espaciamientos del vecino mds cercano (NNSD), calculada a partir de
los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de la serie de energias destendenciada) y reesca-
lados (es decir, mapeados sobre la interpolacién lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energias original). Los histogramas muestran una interpolacion entre la estadistica de
Poisson (linea roja rayada) y la estadistica GOE (linea azul continua). Los resultados corresponden a
promedios sobre el ensamble.
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B Y 5335 B/DFA
0.0001 | 2.02|1.97|1.97

0.02 1.8211.81|1.85
0.06 1.63 | 1.63 | 1.72
0.12 1.51 | 1.53 | 1.60
0.25 1.31 1 1.35 | 1.38
0.4 1.22 1 1.19 | 1.29
0.55 1.15 | 1.15 | 1.23
0.75 1.13 ] 1.11 | 1.20

1 1.10 | 1.10 | 1.13
1.5 1.04 | 1.11 | 1.07
2 1.02 | 1.06 | 1.03
3 1.02 | 1.10 | 1.00
4 1.00 | 1.08 | 0.99

Cuadro 3.2: Valores de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energias
destendenciada) E(i); v, Bpg ¥ Bppa en funcion del pardmetro 3. Los resultados corresponden a
promedios sobre el ensamble. La grafica de estos datos se muestra en la Figura 3.24.

Figura 3.24: Griéfica de los exponentes de escalamiento de las fluctuaciones (secuencia de energias
destendenciada) E(i); v (linea morada continua), B}) g (linea azul rayada) y Bb 14 (linea roja punteada)
en funcién del pardmetro (3. Los resultados corresponden a promedios sobre el ensamble.
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P(s)

Figura 3.25: Distribucién de espaciamientos del vecino mds cercano (NNSD), calculada a partir de
los espaciamientos destendenciados (espaciamientos de la serie de energias destendenciada) y reesca-
lados (es decir, mapeados sobre la interpolacién lineal de la tendencia encontrada al aplicar el SSA a
la secuencia de energias original). Los histogramas muestran una interpolacion entre la estadistica de
Poisson (linea roja rayada) y la estadistica GOE (linea azul continua). Los resultados corresponden a
promedios sobre el ensamble.



Conclusiones y perspectivas

En la presente contribuciéon hemos sugerido interpretar un eigenespectro matricial directa-
mente como una serie de tiempo, y aplicar técnicas del andlisis de sefiales para llevar a cabo
el procedimiento de unfolding de separacién de componentes de tendencia y fluctuacién en
una forma adaptada a los datos. Propusimos un método particular basado en Singular Value
Decomposition (SVD) con el cual este unfolding puede ser realizado. Aplicamos el método a
ensambles de espectros Poisson y GOE. Ya durante el procedimiento de unfolding, una ley de
potencia es obtenida para las fluctuaciones, la cual distingue entre el caso Poisson y GOE.

El empleo del método de andlisis de series de tiempo adaptado a los datos SSA, también
permitié separar, sin lugar a ambigiiedad, el comportamiento global E (i) de las fluctuacio-
nes locales E (7). Los resultados no dependen de los dos pardmetros del método, a saber, la
dimension de encajamiento L y el nimero de componentes en la tendencia ny. Los eigenva-
lores del SSA (varianzas parciales), asociados a las fluctuaciones, siguen una ley de potencias
que caracteriza el tipo de estadistica de los espectros de excitacion cudnticos. Las componen-
tes correspondientes a estas fluctuaciones pueden ser usadas para reconstruir las medidas de
fluctuacion acostumbradas, lo cual corrobora que el unfolding realizado es correcto. De esta
manera, el método que hemos empleado considera en una forma auto-consistente los dos as-
pectos del unfolding, la destendenciacién y el reescalamiento.

El unfolding adaptado a los datos mostrado aqui es lo suficientemente general para ser
aplicable no sélo a espectros de otros sistemas cudnticos, sino también a eigenespectros de
matrices de adyacencia de redes y eigenespectros de matrices de correlacion en las finanzas, el
clima, EEG, etc. Estos ultimos temas siendo de interés actual.
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Apéndice A
Principal Component Analysis (PCA)

El andlisis de componentes principales (PCA, por sus siglas en inglés) es un método esta-
distico no paramétrico usado en el andlisis y visualizacion de datos complejos (multivariables),
cuyo objetivo principal es identificar y extraer patrones espaciales presentes en los mismos, asi
como también reducir su dimension. El PCA ha sido aplicado en diversos campos tales como
el reconocimiento facial, la neurociencia, la compresién de imdgenes, entre otros.

La forma en que el PCA cumple su objetivo es mediante la bisqueda de una nueva base
para representar los datos, la cual es una combinacion lineal de la base original, es decir, una
rotacion de la misma. Puesto que el PCA asume que las direcciones que contienen la dindmica
de interés, son aquellas con las varianzas mds grandes, esta nueva base se construye con los
eigenvectores de la matriz de covarianza del conjunto de datos, ordenados en funcién de sus
eigenvalores, del mds grande al mds pequefio. A estos eigenvectores se les conoce como com-
ponentes principales. Los eigenvalores son iguales a la varianza de los datos a lo largo de las
componentes principales. Una vez conocidas las componentes principales, el PCA simplifica
las relaciones entre los datos al reexpresarlos en términos de estas (las componentes principales
forman una nueva base sobre la cual se proyectan los datos) y adicionalmente, si asi es reque-
rido, reduce la dimension de los mismos al seleccionar solamente algunas de las componentes
principales, generalmente aquellas con las varianzas mds grandes, para su representacion. Es
asi como el PCA permite analizar y simplificar conjuntos de datos complejos. A continuacion
se describen los detalles de aplicar el PCA a un conjunto de datos bidimensional.

Supongamos que en determinado sistema se efectian diez mediciones de dos diferentes
tipos de variables, x1 y x5. Con los resultados de estas mediciones se forma una matriz X de
dimensiones 2 x 10, tal como se muestra en la ecuacién (A.1), donde cada fila corresponde a
todas las mediciones de un cierto tipo particular o variable y cada columna corresponde con
los resultados obtenidos en una cierta prueba experimental, o un determinado momento en el
tiempo, para cada una de las variables. La grafica de estos datos se muestra en la Figura A.1.
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0 039 081 120 1.36 157 1.70 1.77 199 2.05

XZ(O 091 1.17 146 209 250 259 279 2.89 3.18) (A1)
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Figura A.1: Griéfica del conjunto de datos X, ecuacion (A.1). Los datos corresponden a diez mediciones
hipotéticas efectuadas sobre dos variables diferentes x; y x2, de un cierto sistema.

Los pasos para efectuar el PCA del conjunto de datos X son:

Paso 1. Se calcula la matriz de covarianza de X. La covarianza mide el grado de relacion lineal
que existe entre dos variables. Si se calcula la covarianza de una variable consigo misma
se obtiene su varianza. En general, la covarianza entre dos variables x; y x2, donde cada
una de ellas cuenta con n elementos, esta dada por

2@y — @) (225 — T2)

n—1

cov(zy,x9) = (A.2)
donde x;;, para ¢ = 1,2 es el j-€simo elemento de la variable ¢, mientras que 7; s su
correspondiente valor promedio. Si el valor de la covarianza es positivo significa que las
variables estdan positivamente correlacionadas, es decir, ambas variables se incrementan
o decrementan al mismo tiempo. Si el valor de la covarianza es negativo significa que las
variables estdn negativamente correlacionadas, es decir, cuando una variable aumenta la
otra disminuye. En cualesquiera de estos dos casos es posible predecir, hasta cierto gra-
do, el valor de una variable a partir de la otra, lo cual indica que existe redundancia en
nuestras mediciones. Si la covarianza es igual a cero significa que las variables no estan
correlacionadas, es decir, las variables son independientes y, por lo tanto, no es posible
predecir una a partir de la otra.
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Se pueden disponer los valores obtenidos al calcular la covarianza entre las diferentes va-
riables en un arreglo matricial conocido como matriz de covarianza, C. Los valores en la
diagonal de esta matriz serdn iguales al valor de la varianza de cada una de las variables.
Dicha matriz es cuadrada y ademds simétrica puesto que cov(z, x2) = cov(xg, x1). En
el ejemplo, puesto que el conjunto de datos es bidimensional, la matriz de covarianza de
X, ecuacion (A.1), denotada como Cx, es una matriz de 2 x 2, dada por

Oy — ( cov(z1, 1) cov(zy,z2) > (A.3)

cov(xg, 1) cov(xg, )

Efectuando las operaciones correspondientes se obtiene

047 0.70
Cx = ( 0.70 1.06 ) B4)

Paso 2. Se calculan los eigenvalores \;, y los eigenvectores ortonormales p;, de la matriz de
covarianza Cx !, parai = 1, 2. Los eigenvectores p,; son conocidos como las componen-
tes principales (PC’s, por sus siglas en inglés) del conjunto de datos X. Se ordenan las
componentes principales p; de acuerdo a la magnitud de su correspondiente eigenvalor
A; (varianza), del mds grande al mds pequefio, y los disponemos como las filas de una
matriz P2. De esta manera, la primera fila de la matriz P serd la componente principal
pP1 cuya varianza )\, sea aquella con el valor mds grande y asi sucesivamente. Los eigen-
valores (varianzas) de Cx, son: A\; = 1.526 y Ay = 0.009, mientras que la matriz P estd

dada por
0.55 0.83
b= < -0.83  0.55 ) (A-5)

Como se puede ver en la Figura A.2, las componentes principales p; proporcionan infor-
macion acerca de los patrones espaciales presentes en el conjunto de datos X, al extraer
las direcciones que lo caracterizan, es decir, las direcciones donde la varianza de los da-
tos es maxima. Por ejemplo, note que la varianza en X, se maximiza a lo largo de la
direccién de la componente principal p;, siendo ésta la relaciéon mds significante entre
las variables del conjunto de datos.

Paso 3. Se obtiene una nueva representacion del conjunto de datos X, al expresarlo en tér-
minos de las direcciones principales p;, es decir, se calcula Y = PX. En el ejemplo

'Cx es una matriz positiva definida y por lo tanto sus eigenvalores son positivos y sus eigenvectores son
ortogonales.

*Note que la matriz P es ortogonal puesto que su inversa P!, es igual a su transpuesta P”, tal que PTP =
PPT =1, donde I, es la matriz identidad.
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Figura A.2: Grifica del conjunto de datos X, ecuacién (A.1), junto con las direcciones de las compo-
nentes principales p; y p2. La direccién de p; corresponde a aquella donde los datos exhiben la méxima
varianza, A\; = 1.526, mientras que la varianza correspondiente a la direccion de Py es A2 = 0.09.

estudiado se tiene

v — 0 098 142 188 249 295 310 330 351 3.78 (A.6)
~\ 0 0.18 -0.03 -0.19 0.03 0.08 0.02 0.07 -0.06 0.05 )

La grafica de este nuevo conjunto de datos es mostrada en la Figura A.3. Note que la
matriz de covarianza de Y, es una matriz diagonal, Cy = PCxP7, puesto que la co-
varianza entre cada una de las nuevas variables es igual a cero, y por lo tanto, el nuevo
conjunto de datos Y, es no correlacionado. Los valores en la diagonal de Cy correspon-
den con los de las varianzas encontradas anteriormente y asi se obtiene que

1.526 0
CY( 0 0.009) (A7)

Hasta aqui, no se ha hecho més que un cambio de base, donde las componentes principa-
les p;, constituyen el nuevo conjunto de vectores ortonormales sobre el cual se proyecta
el conjunto de datos X. Sin embargo, ahora también se puede reducir las dimensiones de
X, al ignorar las componentes principales menos significantes, es decir, aquellas cuyas
varianzas sean muy pequefias en comparacion con el resto. El nimero de componentes
principales que se decida conservar en P serd igual a la dimension del nuevo conjunto de
datos resultante. Tipicamente la eleccion de las componentes principales p; significantes
estd basada sobre la varianza relativa de las mismas. Siguiendo con el ejemplo, supon-
ga que solamente se desea conservar a la primer componente principal, entonces P serd
igual al vector fila p;.

P = ( 0.55 0.83 ) (A.8)
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Figura A.3: Gréfica de Y = PX, ecuacién (A.6). P actda como una rotacion la cual alinea al eje x
con el eje de maxima varianza p;.

En este caso, al efectuar Y = PX, se obtiene el siguiente conjunto de datos unidimen-
sional

Y:(() 098 142 188 249 295 3.10 3.30 3.51 3.78) (A.9)

La Figura A.4 muestra la grifica de Y. De esta forma no solamente se ha reexpresado el
conjunto de datos original X en términos de una nueva base, la cual obtenemos intrin-
secamente de los datos al identificar las direcciones de maxima variacion de €stos, sino
que ademads, la cuantificacion de la importancia de tales direcciones nos ha permitido
reducir la dimension de los datos. Si bien el ejemplo ilustrado aqui es muy sencillo, es
en el estudio de conjuntos de datos de dimensiones mucho mas grandes donde el PCA
muestra ser una herramienta bastante util para su caracterizacion.

En algunas aplicaciones del PCA, tales como la compresion de datos, es imprescindible obtener
de nuevo el conjunto de datos X. Para conseguir esto simplemente se debe multiplicar la inversa
de P por el nuevo conjunto de datos Y que se ha obtenido. Puesto que P es ortogonal, y por
lo tanto P~ = PT, se tiene

X =P’y (A.10)

donde X es un nuevo conjunto de datos, el cual depende del nimero de componentes principa-
les que se haya elegido conservar. En el caso de que se decida conservar todas las componentes
principales para formar la matriz P, al aplicar la transformacién inversa, ecuacion (A.10), sim-
plemente se obtendrd de nuevo a X. Si solo se conservan algunas componentes entonces el
resultado serd un nuevo conjunto de datos que se aproximara al original tanto como nimero de
componentes se haya elegido conservar. Siguiendo con el ejemplo, si solamente se conserva la
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Figura A.4: Grificade Y = PX, ecuacién (A.9). La matriz P es igual al vector fila G, es decir, se ha
proyectado X solo a lo largo de la componente principal con la varianza mds grande y ademads reducido
su dimension.

primer componente principal para formar la matriz P, como es el caso en la ecuacion (A.8),
entonces, al aplicar (A.10), se obtiene

> (—1.6 -1.0 -0.7 =02 0.0 0.2 04 0.7 1.0 1.2) (A1)

X= -16 -10 -07 -0.2 0.0 0.2 04 0.7 1.0 1.2

La gréfica de X se muestra en la figura A.5. Comparando este resultado con la Figura A.2
es posible notar como unicamente la variacion a lo largo de la componente principal p; ha
sido preservada, mientras que la variacion a lo largo de p, ha sido eliminada. Asi, al excluir
algunas componentes principales se pierde informacion de los datos originales, pero si las co-
rrespondientes varianzas son relativamente pequeias, la informacién pérdida entonces no es
demasiada. En su lugar, se consigue reducir la dimension de los datos y con ello estar en posi-
bilidades de visualizar mds claramente las relaciones entre los mismos.
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Figura A.5: Gréfica de 5(, ecuacién (A.11). En la matriz P, ecuacion (A.5), de la reconstrucciéon dada
por la ecuacién (A.10), hemos conservado solo a la primer componente principal Py, y de esta forma
preservado la varianza de los datos X, ecuacién (A.1), inicamente a lo largo de esta direccion.

La relacion entre la descomposicion de valores singulares (SVD) y el andlisis de compo-
nentes principales (PCA) es muy cercana, puesto que es posible emplear SVD para llevar a
cabo PCA. Para calcular PCA empleando SVD es necesario primero restar a cada una de las
m variables del conjunto de datos X, ecuacién (A.1), su promedio y entonces se procede a
efectuar la descomposicion de valores singulares de este nuevo conjunto de datos, al cual de-
nominaremos X. Note que, puesto que se ha restado el promedio a cada una de las variables
en X, el producto ﬁT, salvo el factor (ﬁ), corresponde a la matriz de covarianza de X,
Cx. De esta manera, los eigenvectores 15 constituyen las componentes principales de X, y los
eigenvalores \; = o7 representan la varianza de los datos a lo largo de las direcciones defini-
das por ellas. Por lo tanto, la matriz U es igual a la transpuesta de la matriz P. Asi, una nueva
representacion de X se obtiene al calcular

Y =U'X (A.12)
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